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ПРЕДИСЛОВИЕ. 


В этой второй части „Георетической физики“ излагается меха- 
ника одной материальной точки и механика системы материальных 
точек. В основу изложения положены знаменитые законы Ньютона. 
Необходимо заметить, что законы Ньютона, по своей простоте, по 
громадному количеству вытекающих следствий и по своему влиянию 
на другие отделы теоретической физики занимают совершенно осо- 
бое положение. Механика Ньютона основана на очень небольшом 
числе гипотез, и сами гипотезы чрезвычайно просты и наглядны. 
И несмотря на это, вот уже в течение свыше трехсот лет, все след- 
‘ствия, вытекающие из ‘законов Ньютона, оправдываются на самых 
разнообразных опытах и притом с такою громадною точностью, на 
которую едва-едва способны наши современные утонченные способы 
измерений. Правда, некоторые незначительные отклонения от за- 
конов Ньютона были найдены в движениях небесных тел, более 
существенные пробелы остаются при применении механики Ньютона 
к движениям атомов и электронов: и то и другое указывает нам, 
что в механику Ньютона придется ввести поправки. Такие поправки 
действительно были предложены и разрабатываются учеными в на- 
‘стоящее время; однако все эти поправки не затрагивают самой 
сущности законов Ньютона, а представляют только их дальнейшее 
развитие. Поэтому я приписываю законам Ньютона первенствующее 
значение для всей теоретической физики и счел необходимым вы- 
делить их в особый отдел. ... 

Вся книга разделена мною на двенадцать глав. 

Первые две главы содержат основы механики Ньютона, которые 
затем в главах от Ш до УШ, применяются к различным частным 
случаям; теории колебаний я уделил две главы, в виду боль- 
шого ее значения для физики вообще. Главы !Х и Х посвящены 
уравнениям Лангранжа и Гамильтона. Для простоты и наглядно- 
сти я излагаю теорию этих уравнений в применении к механике 
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одной материальной точки, а во многих случаях даже для одной 
степени свободы. Это сделано для того, чтобы читателю было легче 
вникнуть в сущность и физический смысл этих уравнений, не от- 
влекаясь математическими символами. Такой способ изложения ни- 
сколько не сужает значения этих уравнений тем более, что переход 
от одной степени свободы к любому числу, и даже к бесконечному 
числу степеней свободы, делается почти сам собою, как это пока- 
зано в следующих двух главах, в механике системы материальных 
точек. 

Почти каждое положение или вывод я старался иллюстрировать 
типичными примерами. При выборе примеров я руководствовался не 
математическими, а чисто физическими интересами и отдавал пред- 
почтение таким примерам, которые имеют значение не для одной 
только механики, но и для других отделов физики: для акустики, 
оптики, электродинамики и т. д. — Не желая увеличивать объема 
книги, я ограничил число примеров самым необходимым, имея в 
виду, что в печати уже имеются прекрасные задачники по теорети- 
ческой и практической механике. 

Для чтения этой книги необходимо знание основ диференциаль- 
ного и интегрального исчисления. Кроме того я пользовался сим- 
волами векторного исчисления, что значительно сократило формулы 
и увеличило их наглядность. Основы векторного исчисления изло- 
жены у меня в первой части „Теоретической физики“, а в приба- 
влении к этой книге приведен список формул векторного исчисле- 
ния, встречающихся в общей механике; их немного. 

Некоторые параграфы мною изложены так, что они могут служить. 
введением к другим современным „механикам“, выходящим за гра- 
ницы механики Ньютона. Так, например, понятие о пространстве 
фаз встречается в статистической механике, канонические уравнения 
применяются в квантовой механике, принцип Ферма и принцип наи- 
меньшего действия в связи с уравнением Гамильтона-Якоби служат 
основою в современной волновой механике и т. д. Этим путем я 
хотел немного подготовить читателя и дать ему возможность при- 
ступить к чтению новейших механических теорий в других книгах, 
не дожидаясь выхода следующих частей этого труда. 


Декабрь 1928 г. А. Эйхенвальд. 
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ГЛАВА 1. 


ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ. 


1. Пространство. В основу всех наших рассуждений и вычи- 
слений мы кладем обыденное трехмерное, так называемое эвкли- 
дово пространство (ч. |, стр. 229, 167). Представление о трехмер- 
ном пространстве выработалось путем многовекового опыта многих 
поколений, и наш личный повседневный опыт показывает нам, что 
это представление до сих пор оказывается вполне достаточным для 
описания явлений природы. Кроме того наше мышление даже не в 
‘состоянии представить себе пространства, например, четырех изме- 
рений, не говоря уже о пространстве большего числа измерений. 
Это однако не мешает нам толковать некоторые формулы, встре- 
чающиеся в теоретической физике, как соотношения в многомер- 
ном пространстве, число измерений 
которого гораздо больше трех и 74 
свойства которого значительно отли- 
чаются от свойств эвклидова про- 
странства. Такое толкование бывает 
иногда даже очень полезным, потому 
что при этом в нашем мышлении 
возникают ассоциации и аналогии с 
хорошо знакомыми нам соотноше- 
ниями в эвклидовом трехмерном 
пространстве, и аналитические фор- 
мулы приобретают геометрический Хх 
смысл; геометрические же представле- рис. 1. Правовинтовая система 
ния обладают большею наглядностью, декартовых координат. 
чем чисто аналитические соотношения. 

Понятия: точка, линия, поверхность, объем и т. п. — мы берем 
из геометрии. Положение точки в трехмерном пространстве опре- 
деляется, как известно, тремя координатами, как, например, в 
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аналитической геометрии. В большинстве случаев мы будем пользо- 
ваться прямолинейными прямоугольными (декартовыми) координатами 
с координатными осями Х, У, 0, расположенными друг относительно 
друга по правовинтовой системе (рис. 1) (ч. Г, стр. 11, 15). 

2. Измерения в пространстве. Все измерения в пространстве 
сводятся к измерению длины. За единицу длины в физике большею 
частью принимается сантиметр, равный одной сотой части метра. 
Метр есть расстояние между двумя точками или между двумя ко- 
роткими тонкими шрихтами, обозначенными на твердом стержне, 
изготовленном из практически неизменяющегося материала (из сплава 
платины с иридием) и хранящемся в Центральном международном 
бюро в Севре близ Парижа. Точные копии с этого метра имеются. 
в палатах мер и весов всех цивилизованных стран; менее точные, 
но для различных целей практики достаточно точные копии, 
имеются в продаже. 

Малые длины выражаются иногда в миллиметрах (ТГ тт = 
—0,001 77) или микронах (д =—0,001 тт = 104 ст); большие длинь 
выражаются в метрах (т = 100 ст) или километрах (1000 т). 

Измерение поверхностей и объемов сводится к измерению длин 
по двум или по трем взаимно перпендикулярным направлениям; ве- 
личины эти могут быть выражены в квадратных и в кубических 
сантиметрах. 

Измерение углов тоже сводится к измерению двух длин: длины. 
дуги и радиуса окружности, причем для меры угла берется отно- 
щение этих двух длин. За единицу угловых измерений берется угол 
с вершиною в центре круга, который опирается на дугу, равную- 
радиусу этого круга. Так как длина окружности 2пг обыкновенно- 
разделяется на 360 градусов, то центральный угол, опирающийся 
на дугу, равную г, имеет 

== 57,296 градуса. 

Следует упомянуть еще о двух длинах, которые тоже могут 
играть роль основных длин для измерений, потому что они могут 
быть реализованы с большою точностью. 

Во-первых, длина световой волны красной спектральной линии 
кадмия или еще лучше желто-зеленой спектральной линии криптона. 
В сухом воздухе при давлении одной атмосферы и температуре 
15° С эти длины волн равны соответственно: 


\са = 6 438,470.10- 3% ст, к: = 5 649,5924.10-8 ст. 
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Указание условий измерения этой волны, т. е. давления и тем- 
пературы воздуха, необходимо потому, что от этих условий зависит 
показатель преломления воздуха, а следовательно и скорость распро- 
странения в нем света; постоянным же в спектральной линии кадмия 
или криптона является, собственно говоря, не длина волны, а число 
ежесекундных колебаний света: длина же волны зависит от свойств 
той среды, в которой распространяется свет. Длина волны \, число. 
колебаний у и скорость распространения света с связаны соотно- 
шением 


с=А.у. 


Иногда за основную длину принимают также расстояние, про- 
ходимое светом в пустоте в течение одной секунды: 


с = 2,9985.1010 ст. 


Однако для определения этой длины, кроме измерения расстояний, 
необходимо еще и определение времени. 

3. Время. Всякое физическое явление происходит не только в 
пространстве, но и во времени. Для определения, например, поло- 
жения какой-либо физической точки в пространстве недостаточно 
бывает дать три ее координаты (как в Геометрии), а необходимо 
еще указать, в какой момент времени точка занимала данное поло- 
жение; ведь для другого момента времени координаты той же фи- 
зической точки могут быть совсем иные. Итак положение физической 
точки в трехмерном пространстве определяется четчрьмя данными; 
например, в декартовых координатах данными х, у, = и кроме того: 
данным моментом времени #. Мы можем поэтому сказать, что физи- 
ческие явления нам представляются так, как будто они происходят 
в пространстве четырех измгрений х, у, 2, Е. Однако эти четыре 
измерения не обладаюг тою однородностью, которой обладают про- 
странственные координаты х, у, =. Действительно, мы можем любую 
из пространственных координат заменить другою, например, взять 
за координатные оси У, Й, Х или 2, Х, У без всяких изменений 
в описании самих явлений; заменить же время одной из простран- 
ственных координат или, наоборот, вместо длины поставить время 
мы не можем; время и объехтивно и в нашем представлении суще- 
ственно отличается от пространства. Особенно характерным для 
времени является то обстоятельство, что оно, так сказать, односто - 
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ронне: во времени события могут итти только в будущее и не могут 
возвращаться в прошедшее, между тем как в пространстве точка 
может пройти одну и ту же длину и в прямом и в обратном на- 
правлении, и даже несколько раз туда и обратно. 

Тем не менее часто бывает удобно изображать время в виде 
длины и строить так называемые „графики“ (например, графики 
поездов на железных дорогах). При этом время откладывается в ка- 
ком-нибудь определенном масштабе по одной координатной оси 
(большею частью по горизонтальной оси Х), а какая-нибудь другая 
величина у — по другой координатной оси, перпендикулярной к 
первой. Соединяя полученные точки линией, мы получаем графиче- 
ское изображение зависимости рассматриваемой величины у от вре- 
мени & у=Х(Ь. Такие графики очень наглядны, и кроме того они 
позволяют быстро решать различные вопросы и делать вычисления 
чисто графическим способом. Часто подобные графики чертятся 
даже автоматически специально для этого сконструированными ин- 
струментами (например: термографы, барографы, записывающие из- 
менения температуры и давления воздуха, индикаторы, записы- 
вающие давление пара в цилиндрах паровых машин, многочисленные 
электрические регистрирующие приборы и т. д., и т. д.). 

4. Измерение времени. Для измерения времени выбирают 
какие-либо „часы“,т. е. какое-либо явление природы, относительно 
которого можно сделать предположение, что оно протекает во вре- 
мени равномерно и независимо от перемен, происходящих при этом 
в других явлениях природы. Предположение о равномерности хода 
выбранных часов необходимо постоянно проверять на опыте. Выбор 
часов в различные времена был различный (солнечные часы, водя- 
ные и песочные часы, маятниковые часы ит. п.). В настоящее время 
„основными часами“ нам служит явление вращения Земли вокруг 
ее оси. 

За единицу времени в теоретической физике принимается „се- 
кунда“. Эта единица представляет собою одну 86 400 часть средних 
солнечных суток (24 часа). 

Если рассматривать вращение Земли не относительно Солнца, а 
относительно неподвижных звезд, то окажется, что Земля совер- 
шает полный оборот относительно неподвижных звезд не в 24 часа, 
ав 23 часа 56 минут 4,0905 секунд = 86 164 секунды. 

Таким образом эти так называемые „звездные сутки“ на 236 
секунд короче средних солнечных суток. Разница между солнечными 


— 
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и звездными сутками происходит от вращения Земли вокруг Солнца 
(см. астрономию). 

По выбранным нами основным „астрономическим“ часам прове- 
ряются все остальные часы, служащие для точных физических из- 
мерений (хронометры), а также и часы менее точные, употребляе- 
мые для различных целей обыденной жизни. 

5. Общее замечание. Из предыдущего мы видим, что по от- 
ношению к измерению времени мы находимся совершенно в таком 
же положении, как и по отношению к измерению длины (или вообще 
к измерениям в пространстве). Мы выбрали определенную единицу 
длины и реализовали ее в виде по возможности твердого и неизме- 
няющегося со временем масштаба (метра); мы выбрали определенную 
единицу времени, реализованную в явлении вращения Земли вокруг 
ее оси. Наблюдение за постоянством этих единиц и постоянную 
сверку употребляемых нами для измерений масштабов и часов мы 
поручили палатам мер и весов и астрономическим обсерваториям. 
Таким образом все вопросы, касающиеся изменяемости единиц и 
точности измерений пространства и времени при помощи масштабов 
и часов, мы относим к практической физике. Поэтому здесь, в 
теоретической физике, мы будем предполагать, что выбранные нами 
координатные оси абсолютно тверды, т. е. неизменяемы, что данные 
нам координаты какой-либо точки измерены абсолютно точно, что 
время протекает абсолютчо равномерно и измерено абсолютно точ- 
ными часами. Если же при сверке результатов — теоретической 
физики, с одной стороны, и опытной физики — с другой, окажется. 
несоответствие или даже противоречие этих результатов, тогда по- 
явится вопрос (одновременно и у опытной и у теоретической фи- 
зики), происходит ли это несоответствие от неточности измерений 
или от неточности в теории, и дальнейшая работа ученых имеет 
своею целью устранение найденного несоответствия. Отсюда мы 
видим, что теоретическая и опытная физика должны быть в посто- 
янном общении друг с другом, и даже по отношению к степени 
точности в описании явлений теоретическая физика должна быть 
в равновесии с физикой опытной. 

6. Траектория точки. Мы уже сказали выше, что коорди- 
наты физической точки могут меняться со временем; тогда говорят: 
точка находится в движении или точка движется. Если соединить 
все последовательные положения, в которых находилась точка во время 
своего движения, линиею, то мы получим так называемую „траекторию. 


——=—_- 
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точки“. Опыт показывает, что траектория физической точки всегда 
представляет собою непрерывную линию. Кроме того опыт показы- 
вает, что физическая точка не может занимать одновременно двух 
разных положений на траектории. Однако в различные времена 
точка может занимать и одинаковые положения в пространстве; 
таким образом траектория точки может пересекать самое себя не- 
сколько раз. 

Положим, что координаты точки даны нам аналитически как 
‘функции времени: 


х=Л (0; У=ЛЬ (0; 2—3 (1). 


Исключая из этих трех уравнений время Ь получаем два урав- 
нения: 


Е; (х, у, 2) =0; Ро (х, у, 2) = 0. 


Каждое из этих уравнений представляет собою уравнение по- 
верхности в трехмерном пространстве, а оба уравнения вместе 
представляют аналитически линию пересечения этих поверхностей. 
Эта линия и есть не что иное как траектория данной точки. 

7. Скорость. Если какая-либо движущаяся точка в некоторое 
время & занимала положение $,, — причем под 5, мы подразумеваем 
расстояние точки, измеренное вдоль по траектории от какой-либо 
начальной точки этой же траектории, — а в более позднее время 2, 
‚занимала положение 5., то в течение промежутка времени (№ — 1.) 
точка прошла путь (5. — $1). Отношение пройденного пути к про- 
текшему времени 


$9 —5 
$} — 2 1 
п Ъ—В 


называется среднею скоростью точки на пути (5, — $1} или за время 
(1, —#.). 

Мы назвали это отношение среднею скоростью точки, потому 
что на самом деле точка могла на участке (5, — $.) двигаться не- 
равномерно и иметь скорости большие и менышие чем 9„. Однако, 
чем меньше мы возьмем отрезок пути (5, — 51) и промежуток вре- 
мени (№ — &), тем меньше будут отличаться скорости точки от 
вычисленной нами на основании вышенаписанной формулы средней 
скорости. Так как траектория точки и течение времени существенно 
непрерывны, то мы можем представить себе уменьшение путевого от- 


— д 
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резка (5, — 51) и промежутка времени (#, — &,) беспредельным, причем 
вычисленная средняя скорость будет все более и более приближаться 
к истинной скорости точки. С другой стороны, при беспредельном 
уменьшении числителя и знаме- $ 
нателя, вышенаписанное отно- 
шение обращается в производ- 
ную от $ по Е. Отсюда заклю- 
чаем, что скорость точки для 
любого момента времени и для 
любой точки пути мы можем 
представить в виде ироизвод- 
ной от пути по времени. 
Если мы нарисуем график 
движения, т. е. зависимость 
пройденного пути от времени [4  Ё 
(рис. 2), то производная от пути Рис. 2. Пройденный путь и время. 
по времени будет изображаться 
на этом графике тангенсом угла наклонения касательной к кривой 


$ = (8: 


Производные по времени мы будем часто обозначать точкою, 
поставленною над знаком функции, от которой берется эта произ- 
водная, и, следовательно, скорость точки можно изобразить сим- 
волами 


Скорость точки есть вектор; она имеет не только определенную 
величину, но и вполне определенное направление в пространстве. 
Легко видеть, что вектор скорости у по своему направлению всегда 
совпадает с направлением элемента пути 4$, т. е. с направлением 
касательной к траектории в рассматриваемой ее точке. Соотношение 
между элементом траектории 4$ и скоростью мы можем написать в 


векторной форме: 
@8 


Одной и той же точке можно сообщить одновременно несколько 
скоростей, различных по величине и по направлению. Все эти 


—_ _———_—_д—д———— 
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скорости можно сложить по правилу параллелограма, т. е. геометри- 
чески (как вообще складываются векторы); в результате точка будет 
двигаться со скоростью, которая определяется и по величине и по 
направлению замыкающею стороною многоугольника, составленного 
из данных скоростей. Точно так же и наоборот, каждую данную 
скорость точки мы можем разложить по любым направлениям и 
считать ее составленной из нескольких скоростей, при условии, что. 
геометрическая сумма выбранных нами составляющих скоростей 
равна данной (результирующей) скорости. Так мы можем посту- 
пать с любой векторной величиной. 

Если мы приняли для определения положения точки в простран- 
стве прямолинейные прямоугольные координаты, то отрезок пути 4$ 
будет проектироваться на оси координат в виде отрезков 


ах = 4$-*с90$ #9, Чу = 45.с0$ В, 42 — 4$-с0$ 1, 


где а, В, 1 суть углы, образуемые касательной к траектории с 
осями координат. В соответствии с этим, разделяя на 46, получаем: 


Хх =5'.5С0$ 2, у==5:с0$ 8, 2==5:60$ 1, 


и, следовательно, скорость точки может быть выражена через ско- 
рость ее проекций на оси координат формулою 


95 = (2 | (2 -- (2). 


Как видим, проекции скорости точки Р на оси координат равны 
скоростям проекций точки Р по этим осям. 

8. Угловая скорость. Положим, что радиус-вектор г (рис. 3) 
за некоторый промежуток времени 4, не изменяя своей величины, 
повернулся на угол 4@. Величина 


называется угловою скоростью поворота или угловою скоростью 


вращения вектора г. Угловая скорость @& есть вектор, точно так же, 
как и угол 4а, описанный радиусом г. Направление этих векторов 
совпадает с осью вращения, т. е. перпендикулярно к плоскости 
угла 4а и притом так, чтобы вектор вращения и само вращение 
образовали вместе правовинтовую систему (часть Т, стр. 24, 26). 
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Линейное перемещение конца вектора Р выражается через угол 


поворота таким образом: 
45 = Р. а“. 


Разделяя обе частн этого уравнения на элемент времени @& в 
гечение которого произошел этот 
поворот, мы получаем соотноше- 
ние между лингейною скоростью 
точки Р, т.е. конца поворачиваю- 
щегося вектора т, и угловою ско- 


‚ростью @ = и его поворота. 


Так как все три вектора У, И, Рис. 3. Поворот радиуса-вектора. 
г друг к другу перпендикулярны 
н образуют правовинтовую систему, то мы можем написать это в 


векторной форме так 
У — [ц.г|. 


В таком виде полученное нами соотношение может быть рас- 
пространено и на более общие случаи, а именно, когда угловая 
0 скорость 4 нам дана 

как вектор (рис. 4) и 
образует с данным ра- 
диусом-вектором г не 
прямой, а какой угодно 
и угол (и-/. В таком 

| що /\ Р случае, для определения 
угла поворота радиуса- 
вектора и его угловой 
скорости, необходимо 
сперва взять проекцию 
угловой скорости и на 
направление ц, (рис. 4), 
перпендикулярное к 
плоскости поворота 
вектора г, и умножить 
‘величину этой проскции на радиус-вектор: лу угловую ско--- 
‘рость вектора г ( 


0 . 
Рис. 4. Угловая скорость вращения. 


й ь —, 

` у . 
иотт И - 08 ф ти - 9 (ИИ, ПА > 
“ Е Я “‘ у ть. 


} 
3. Теоретическая физика. Ч, И. 
я т ый ` г 


18 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 


н линейную скорость точки 
 — ШГ=и-г- 5 (иг). 


В векторных символах мы и для этого более общего случая 
можем опять написать: 


у — [м.г. 


Вместо того, чтобы проектировать вектор и на направление... 
перпендикулярное к плоскости поворота вектора г, мы можем по- 
ступить иначе: проектировать сектор поворота г.4а, на плоскость. 
О’Р, перпендикулярную к данной угловой скорости и, и тогда для. 
линейной скорости точки У получим: 


—и-г$т (иг), 


т. е. опять то же выражение, что и выше. 

Не нужно забывать, что полученные нами формулы применимы 
только в тех случаях, когда сам вектор г при повороте не изменяет: 
своей величины; формулы более общие, когда радиус-вектор изме- 
няет не только свое направление, но и свою величину, мы приве-- 
дем в следующем параграфе. 

Проекции линейной скорости У на оси координат выразятся че-- 
рез проекции угловой скорости и, и„ и» и проекции радиуса- 
вектора х, у, 2, следующим образом: 


9.==и,2 — „у, 
9у—и,х — и, 


9, и,у— их. 


9. Соотношение между скоростью точки и радиусом- 
вектором, проведенным из начала координат. Положение 
какой-либо точки Р в пространстве может быть вполне определено 
не только декартовыми координатами х, у, 2, но также сфериче- 
скими или цилиндрическими координатами, а в векторной форме: 
для определения положения точки Р достаточно дать величину и на- 
правление радиуса-вектора г, проведенного из начала в эту точку. При 
движении точки этот вектор будет изменяться и по величине и по, 
направлению; следовательно, вектор г мы можем рассматривать как. 


- -- —= —-- —дд_———— дд ж——д_————_———ыыы—ы—ы—— 
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————_—ы—ы=——щ——ы——ы——_—-— 


функцию времени, а полная производная этого вектора по времени 
будет представлять собою вектор скорости точки 


й ® 
У — р (Г) = Г. 


При вычислении этой полной производной нужно иметь в виду, 
что вектор г может меняться со временем не только по величине, 
но и по направлению. 
Для того чтобы это 
обстоятельство — яснее 
выступило в самой фор- 
муле, разложим вектор 
смещения точки РО= 
== @г (рис. 5) на 
два направления: одно Рис. 5. Изменение всктора со временем. 
©'0 == 4г, вдоль по 
радиусу, а другое РО’ = 4г, перпендикулярно к радиусу, но в пло- 
скости угла поворота 


Х=И 


Че == аг,-- а". 


Разделяя это уравнение на элемент времени 4 мы получаем и 
скорость точки У разложенной на две составляющие: одна \, на- 
правлена вдоль по радиусу и другая у, перпендикулярно к нему: 


Ум, НУ, 

Первую составляющую мы можем вычислять так, как будто ра- 

диус служит траекторией точки 
__ аг __ . __* 
УГ, МИ = И), 

где г, означает единичный вектор по направлени:о г. Вторую же 
составляющую мы можем выразить через угловую скорость поворота 
вектора и так, как будто вектор г не изменяет своей величины 


(предыдущий параграф): 
У, = [Ч -г]. 


Геометрическая сумма обеих составляющих даст нам полную 
скорость точки (Ч. Т, стр. 41, 42) 


У =Р=г, | [м.г.. 


Это выражение будет нам часто встречаться. 
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10. Секториальная скорость. На рис. 6 из начала коорли- 
нат к концам элемента пути 4$ проведены радиусы-векторы ОР и 
ОО, образующие сектор ОРФО. Площадь этого сектора, отнесенная 
к единице времени, называется секториальною скоростью движу- 
щейся точки Р. Площадь сектора ОРО при бесконечно малом 
угле 4а может быть выражена формулою 


1 
45 = 5 г .а4. 


Всякую площадку 4$ мы можем ‚рассматривать как вектор, от- 
ложенный по нормали к этой площадке (ср. ч.Т, 18, 21). Разделяя 
это уравнение на элемент времени 4 получаем слева быстроту 


изменения вектора $, т. е. секториальную скорость, а справа бы- 
строту изменения угла а, т. е. угловую скорость ци: 


. ] 
$ = р ГЦ. 


Как видим, оба вектора $ и и имеют одинаковое направление 


(рис. 6). 
Мы можем выра- 
ЗИТЬ секториальную 


скорость точки еще 
иначе. Действительно 
площадь треугольника 
ОРО равна половине 
произведения его осно- 
вания 4$ на высоту Й 


Рис. 6. Секториальная скорость. == 5; @5-Г- $1 (Р- 45) 


[6] 


или в векторной форме: 


Разделяя это выражение на элемент времени 4 получаем: 


. 1 
$ — 9 [г*\]. 
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`°Из этой формулы мы видим, что секториальная скорость есть 
вектор, направление которого перпендикулярно и к линейной ско- 
рости У точки и к радиусу-вектору г, проведенному из начала. 
Заметим, что начало координат может быть принято в любой точке 
пространства и величина секториальной скорости (так же, каки в 
угловой скорости) будет зависеть от того, к какой точке О мы ее 
относим; вместе с изменением вектора г будет изменяться и век- 


тор $ при той же линейной скорости точки \. 

Покажем тгперь, что оба получгнные нами выражения для секто- 
риальной скорости эквивалентны. Для этого подставим в только что 
полученное нами выражение секториальной скорости линейную ско- 
рость \, как функцию углсвой скорости (19, 9) 


У—= г, | [м.г|. 


Тогда получаем: 
у [г.р 5 2-2 Р.М} 


В этом выражении первый член равен нулю, потому что г ни 


® 
г. ОДНОГО и ТОГО же направления (синус угла между ними равен 
нулю), а второй член можно представить в виде (ч. 1, 29, 31) 


[г [в-г] ] —= (г.г) и — г. (ги). 


Но здесь второй член равен нулю, потому что угловая скорость и 
перпендикулярна к радиусу-вектору г (косинус угла между ними 
равен нулю). В конце концов мы получаем: 


. 1 
— -—_ рр 
$ = 5 и, 


т. е. ту же формулу, что и выше. 

11. Ускорение точки. Ускорением материальной точки назы- 
вается изменение ее скорости, отнесенное к единице времени. Для 
вычисления ускорения мы можем поступить совершенно так же, как 
мы поступали при вычислении скорости точки. 

Во-первых, мы можем проектировать вектор ускорения на оси 
координат 


х —=5 с0$ а, у=5с0$ В, —=5с0$].. 


_ — и -—3—- -- -- - — 


- - - --— 
©—.—ы— - .-- — 
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Опять получаем, что проекции ускорения на оси координат 
равны ускорениям проекций точки на этих осях. Само ускорение 
выразится через эти проекции так: 


7.-$ =} (5%)? (5) - (2. 


Во-вторых, мы можем применить общую формулу изменения 
вектора со временем 


РТ, = [м- г 


к вектору скорости У и получить: 
а . 
\-— у, Е [4-У). 


В таком виде ускорениг точки является разложенным на две 
составляющие: первый член правой части представляет собою уско- 
рение точки по направлению вектора скорости, т. е. вдоль каса- 
тельной к траектории движения, между тем как второй член дает 
составляющую, перпендикулярную к скорости, т. е. перпендикуляр-. 
ную к касательной. Нетрудно доказать, что вторая составляющая 
направлена по главной нормали траектории, т. е. по радиусу кри- 
визны ее, и представляет собою не что иное как центростреми- 
тельное ускорение точки. 

Обозначим через В радиус кривизны траектории, проведенный 
из центра кривизны к материальной точке. Во время движения 
точки по элементарному пути 4$ радиус кривизны опишет некото- 
рый бесконечно малый угол я без изменения своей величины. 
Пусть угловая скорость поворота радиуса кривизны равна и; тогда 
линейная скорость точки может быть представлена формулою (17, 8) 


== [и.В]. 
Подставляя эго во второй член формулы ускорения, получаем: 
[м-у] == [ч [в ВН = (В-и) -- В (и. щ). 


Но первый член в этом выражении равен нулю, потому что угло- 
вая скорость и перпендикулярна к радиусу кривизны В, и у нас 
остается 


[4] = В. м”. 


— - - - = ид ———_—__ 
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Из этого мы видим, что эта часть ускорения точки действи- 
тельно имеет направление радиуса кривизны ипи главной нормали 
траектории точки, причем знак минус показывает, что ускорение 
эго направлено от материальной точки к центру кривизны траек- 
тории. Величина же этого ускорения 


совпадает с известной формулой центростремительного ускорения. 

Итак вектор ускорения материальной точки всегда может быть 
представлен в виде суммы двух векторов: вдоль по касательной и 
вдоль по главной нормали траектории 


Здесь И, означает единичный вектор, проведенный из центра кри- 
визны к точке. 

Заметим, что ускорение точки всегда находится в плоскости, 
‚проведенной через касательную и главную нормаль траектории (в 
соприкасающейся плоскости), и не 
имеет составляющей по бинор- 
мали к траектории. 

12. Пример. Обозначим через 
х и у декартовы координаты точ- 
ки, движущейся в плоскости ХУ, 
а через г и а ее полярные коор- 
динаты (рис. 7). Соотношения ме- 
жду этими двумя системами коор- 
динат следующие: 


Хх —г.с0$ а, у = г. зш а. 
Теперь предположим, что ра- рис. 7, Движение по кругу и по 
диус-вектор х, не изменяя своей эллипсу. 


величины, равномерно вращается 
в положительном направленни, т. е. в ту сторону, куда растут 
углы в тригонометрии. Если полный оборот (угол в 2п) вектор г 
совершает в Т секунд, то угловая скорость радиуса г будет равна 
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Далее, если мы начнем счет времени с того момента, когда ра- 
диус-вектор г совпадал с осью Х (т. е. когда угол &==0), то угол 
поворота @ в последующие моменты времени # будет выражаться 
формулою а=—=аь и декартовы координаты будут выражены как 
функции времени так: 


Хх —7: с0$ а, У=Р- $1 а1. 


Для определения траектории точки необходимо, как мы знаем. 
(стр. 14, 6), исключить время # из этих уравнений, что достигается 
очень просто возведением в квадрат и суммированием 


х2 = У =. 


Для траектории точки мы получили таким образом уравнение 
круга, как и следовало ожидать. 

Взяв производные от координат по времени, получаем проекциу 
скорости точки и можем по ним вычислить величину самой ско-- 
рости и ее направление: 


х—=— газтаьё у=-№ га соз ав 
9=7 (<) -- (у) = та. 


Формулы показывают, что линейная скорость равна произведе- 
нию радиуса-вектора на угловую скорость (17, 8). Вектор угловой; 
скорости нужно себе представлять направленным перпендикулярно 
к чертежу и притом от чертежа к наблюдателю; тогда вектор ско- 
рости точки, вектор угловой скорости и радиус-вектор, проведен- 
ный из центра к окружности, будут составлять друг с другом 
право-винтовую систему. 

Взяв вторые производные от координат по времени, получим 
проекции ускорения точки на оси координат, а по ним можем вы- 
числить и величину самого ускорения и его направление: 


Х—— га?.с0$ аё, у—= — га? п ар, 
= (2-0) = — м. 


Полученные формулы показывают, что хотя скорость точки вдоль 


окружности постоянна (у, =0 и \, = сопзё), тем не менее точка 
движется с ускорением, потому что вектор скорости постоянно из- 
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меняет свое направление. Вектор этого ускорения все время напра- 
влен к центру круга (к центру кривизны траектории; ср. стр. 22, 11) 
и носит поэтому название дентростремительного ускорения; вели- 
чина его пропорциональна квадрату угловой скорости точки. 

Величину секториальной скорости точки мы можем вычислить 
по формулам параграфа 10, стр. 21: 


: 1 
——_ #2 
$ = 5 79а. 


Но мы можем определить величину секториальной скорости и 
непосредственно, приняв во внимание, что радиус-вектор г описы- 
вает всю площадь круга п’? за время полного оборота Т, а потому 
площадь, описываемая в единицу времени, или секториальная ско- 
рость движущейся точки равна 


. та 1 
—-_—. 2 


Теперь рассмотрим другой случай, когда координаты точки из-- 
меняются со временем по формулам 
х —=Асозаь у = В зш а&, 
2 
где а—=- постоянная величина, и А`> В. Для того чтобы исклю- 


чить время и найти уравнение траектории, разделяем эти уравнения на 
А и Ви, по возведении в квадрат, складываем; тогда получаем: 


х \2 У 2__ 
(я) + (в) =1 
уравнение эллипса (рис. 7) с полуосями А и В. 


Взяв производные по времени, получаем проекции скорости 
точки и величину самой скорости 


Х=— Аазшаь у=-Ё Ва со$ аё, 
7—4 А? $112 аЁ-- В? с0$:а&. 


Как видим, теперь скорость точки не постоянна. Наибольшее 
значение скорости получается, когда . 


созаё 0, Ш аё=1, %—=аА, х = 0, у= В, 
т. е. когда точка пересекает ось Г и находится на ближайшем рас- 


стоянии от центра. Наоборот, наименьше> значение скорости по- 
лучается при 


т а ==0, 0$ а =1, “==аВ, х=—А, у==0, 
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—_—_ м щ-- м ———_— до доддоддд 


когда точка при своем движении переходит через ось Х. Вообще 
скорость тем больше, чем ближе точка к центру. 

При движении по кругу у нас угловая скорость а по отноше- 
нию к центру О была постоянна; теперь этого нет. Действительно, 
для угла наклонения радиуса-вектора коси Х мы имеем (рис. 7): 


В 
фо — — 21 а 
= = 
н, если мы продиференцируем это выражение по времени, то 
получаем. 
в Ва 


с0538 А 0324 


Подставляя сюда 


ооо да 
-— Й ии 402 3 — А? 052 а -- В $112 аЁ 


и замечая, что в знаменателе этого выражения стоит квадрат ра- 
диуса-вектора 2 эллипса 


0? .— Хх? -- у? _=- 4? с0$? а -- В? $112 ар 


‘получим для угловой скорости 8 выражение 


Следовательно угловая скорость изменяется со временем обратно 
пропорционально квадрату расстояния точки от центра. 

Что же касается секториальной скорости точки, то, как легко 
видеть, она остается постоянной во все время движения: 


ТА 
т 


| р 1 
$=5.0?}-=-) АВа-= 


Эгу величину мы тоже можем определить непосредственно, если 
только мы уже знаем, что она постоянна. Действительно, площадь 
всего эллипса равна пАВ, и она описывается радиусом-вектором во 
время Г, а потому площадь, описываемая им в единицу времени, 
т. е секториальная скорость, равна 

‚ _ ТАВ 
$ ==>. 

1 

Взяв производные от скоростей х и у но времени, получаем 
проекции ускорения на оси координат 


х==- .4а2с05 аЁ у = — Ва? чп аё. 
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——— ———=—- - — ———_—_——_ д —--- 


Из этих формул мы заключаем, что ускорение все время на- 
травлено к центру эллипса, потому что 

: В 

2 - 1 8 97-Е 


Величина же этого ускорения равна 


9:-=]” (х)?-!-(у2==а*]” А? с05? аё -- В? $? аЁ = а?б, 


.е. пропорциональна расстоянию точки от центра. 

Очень полезно заметить себе, что если дано ускорение мате- 
риальной точки, постоянно направленное к какому-либо центру О, 
а величина этого ускорения пропорциональна расстоянию точки от 
центра, т. е. если даны соотношения 


Хх =-- — а?х, у=-=-- ау, 


то материальная точка будет двигаться по эллипсу с центром в О 
и уравнения движения этой точки будут 


х-—-Асозаь у — Ву аё. 


В частном случае, если А=В, то эллиптическая траектория 
обращается в круговую. 

Эти соотношения нам будут очень часто встречаться в теорети- 
ческой физике. 

13. Сила. До сих пор мы пользовались главным образом двумя 
понятиями: пространство и время, и изучали соотношения между 
ними для движущейся точки. Эти соотношения во всех подробно- 
стях изучаются в так называемой „кинематике“ — в науке о дви- 
жении. В „механике“ нам необходимо еще одно понятие, а именно 
„Сила“. Понятие о силе мы получаем непосредственно нашим ощу- 
щением (осязание, мускульное чувство), и в этом отношении поня- 
тие „Сила“ может быть поставлено на ряду с понятиями „Про- 
странство“ и „Время“. Но, конечно, когда является вопрос об 
измерении силы, то одного ощущения оказывается недостаточно, 
а потому для этой цели были выработаны другие, более объектив 
ные методы. 

За основную силу, с которой можно было бы сравнивать все 
остальные силы, обыкновенно берут вес, или силу тяжести, как 


ААА АА/ААА ———и——диАд д ——а—- 
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наиболее легко наблюдаемую. Если мы изготовим из какого-нибудь по 
возможности неизменяемого материала несколько совершенно оди- 
наковых образцов, то можем их считать и одинакового веса. Взяв 7 
таких образцов, мы получим вес в'п раз больший, чем вес 
каждого из образцов в отдельности; таким образом мы можем из- 
готовить себе „разновески“, т. е. нечто аналогичное масштабам 
и часам, употребляемым для измерения пространства и времени. 

Кроме того нам необходимы „весы“, т. е. инструмент, который 
позволял бы сравнивать различные силы с весом наших разновесок. 
Если сравнение какой-либо силы непосредственно с силою тяжести 
почему-либо неудобно, то вместо обыкновенных рычажных весов 
употребляются приборы другой конструкции, основанные на различ- 
ных, легко наблюдаемых изменениях, производимых силами. К та- 
ким приборам относятся, например, пружинные весы, крутильные 
весы и т. п., где измеряемые силы уравновешиваются не разновес- 
ками, а силами упругости. Эти инструменты необходимо предвари- 
тельно проградуировать, т.е. определить, каким разновескам соот- 
ветствуют их показания. Однако, как бы ни был устроен инструмент 
для измерения сил, мы всегда во время измерения наблюдаем 
передвижение одной части инструмента (стрелки) относительно 
другой части инструмента (циферблат), другими словами, мы сводим 

р измерение силы к измерению 
С длины. 

Опыт показывает, что сила 
эсть вектор; сила имеет и величи- 
ну и определенное направление. 
Несколько сил, приложенных к од- 
ному и тому же телу, можно скла- 
дывать геометрически в одну рав- 
нодействующую силу, т. е. силу, 
которая производит то же дей- 
ствие, как и все слагаемые силы 
вместе. Точно так же любую силу 

п мы можем разложить на несколько 
Рис. 8. Г ТЕ пвекторов. сложение составляющих сил по любым на- 
правлениям, при условии, что гео- 

метрическая сумма этих составляющих равна данной силе. 

На рис. 8 векторы сил изображены в виде отрезков определен- 
ной длины, пропорциональной соответствующей силе. Направление 
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каждой силы обозначено стрелкой. Силы ОА и АВ складываются 
в одну силу ОВ, а силы ОВ, ВС, СР, РО, ОЮ сложены в одну 
равнодействующую силу ОЛ; нарисованный многоугольник сил 
можно себе представлять не только в плоскости чертежа, а распо- 
ложенным как угодно в пространстве. 

Точно так же и наоборот, мы можем каждую данную нам силу 
считать составленною из нескольких сил, действующих одноврз- 
менно. Это дает нам возможность разлагать силу ГР на составляю- 
щие по трем осям декартовых координат: 


Е ‚== Рсо5а, Еу==Рсо$В, Е, = [Рс0$ 1, 


и таким образом свести геометрическое сложение нескольких сил на 
алгебраическое сложение их проекций на оси координат. Вообще 
мы можем обращаться с силами так же, как и с другими векторами, 
например как с вектором смещения материальной точки, с векто- 
рами скорости и ускорения точки. 

14. Масса тела. При опытах с различными материальными 
телами У нас само собою образуется понятие о количестве мате- 
рии, или о массе тела. Мы говорим, например, что количество ма- 
терии, заключающееся в двух разновесках, больше, чем в каждой 
из них, что масса паровоза меньше, чем целого поезда, и т. д. 
Перед нами стоит, следовательно, вопрос о том, как олределять 
это количество материи. Так как количество материи, или массу 
тела мы непосредственно ощущать не можем, то измерение массы 
мы должны свести на какое-либо другое явление, в котором про- 
является эта масса тела и которое доступно нашим чувствам. Кроме 
того желательно определить количество материи так, чтобы это ко- 
личество не изменялось при перемене, например, положения тела 
или его температуры, или его молекулярного состояния и чтобы 
количество материи зависело только от чисто механических явлений, 
а не от химического состава тела. 

Такому требованию до некоторой степени удовлетворяет вес 
гела, и мы могли бы положить вес тела Р пропорциональным его 
массе т 

Р = тг. 


Опыт показывает однако, что вес одного и того же тела мо- 
жет изменяться без всяких видимых изменений в самом теле. Так, 
‚На экваторе тело весит меньше, чем в других широтах; вес тела 


== - — —_-— = до — ди -- = _—-. 
м -— м = д —д—————————————б————— дд _——————__дд 
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уменьшается также с высотою поднятия над поверхностью Земли 
и глубиною опускания под поверхность Земли; в центре Земли вся- 
кое тело должно потерять почти весь свой вес. Таким образом вес 
тела зависит от его положения относительно Земли, между тем как 
нод массою тела мы подразумеваем нечто такое, что не может 
измениться только от того, что мы перенесли тело в другое место, 
и не может уничтожиться от перенесения тела в центр Земли. 

Имея это в виду, будет гораздо лучше, если мы для количе- 
ственного определения массы тела выберем другое физическое явле- 
ние, а именно: инерцию материи. Инерция материи проявляется 
ощутимым и измеримым образом каждый раз, когда тело изменяет 
свое движение. Так, например, если тело было в покое и мы сооб- 
щаем ему толчок, то оно начинает двигаться, а мы получаем опре- 
деленное силовое ощущение; точно так же, когда мы останавливаем 
движущееся тело, то тоже ощущаем толчок. Когда мы вращаем 
нитку, на конце которой прикреплен груз (праща), то ощущаем 
силу натяжения нити; хотя при этом скорость движения груза мо- 
жет оставаться постоянной по своей величине, но она постоянно 
меняет свое направление; изменение направления движения мы 
ощущаем в виде так называемой центробежной силы. Все эти ощу-- 
щения, получаемые нами при перемене движения тела в виде силы, 
оказываются тем интенсивнее, чем больше количество материи в дви- 
жущемся теле; при грузе, состоящем из двух одинаковых разнове- 
сок, центробежная сила, при той же скорости движения, оказывается 
вдвое большей, чем при одной из них. Кроме того величина на- 
блюдаемых сил совершенно не зависит от положения тела относи- 
тельно Земли; центробежная сила, при прочих равных условиях, 
оказалась бы в центре Земли совершенно такой же, как и на по- 
верхности Земли, между тем как в первом случае врашаемый груз 
не имел бы веса. 

Опыт показывает, что наблюдаемые при изменении движения 
‚ела силы прямо пропорциональны быстроте этого изменения, т. е. 
ускорению тела, а так как мы видели, что кроме того эти силы 
пропорциональны количеству материи или массе тела, то мы можем 
положить величину силы пропорциональной или даже равной про- 
изведению обеих этих величин 


Е т.\. * 
Заметим, что написанное нами соотношение между силой и мас- 
сой тела нисколько не прогиворечит ранее написанному соотноше - 


- _. и -щ.-..- = == ыы ид 


—— д до. 


—— в —Щ 


14. масса ТЕЛА 31 


_—_ Ц —щмЩщ—_щд д — —_—_д_Аы дом — дд дидА 4 --=—- 


нию между весом и массой. Ведь вес тела тоже есть сила, а коэфи- 
циент 2, стоящий при массе, представляет собою не что иное как 
ускорение силы тяжести на Земле. Если вес тела зависит от его 
положения относительно Земли, то это означает только, что вели- 
чина 2 зависит от этого положения, между тем как сама масса 
т остается везде одинаковой. 

Написанное соотношение между силой, массой и ускорением 
(формула Ньютона) позволяет нам установить единицы для измере- 
ния силы и массы, если только единица для одной из этих величин 
уже выбрана каким-либо образом. В настоящее время за основной 
эталон массы принимается масса одного „килограмма“ материи 
(сплава платины и иридия), хранящегося в Центральном междуна- 
родном бюро мер и весов в Севре близ Парижа, в том же Бюро, 
где хранится эталон длины „метр“. В так называемой абсолютной 
системе единиц, которой в большинстве случаев пользуется физика, 
за единицу массы принимается одна тысячная доля этого эталона, 
т. е. один „грамм“. Масса одного грамма очень близка к массе 
одного кубического сантиметра чистой волы при температуре ее 
наибольшей плотности (около 48С). 


Масса ст3 воды = 0,999973 вт. 


Если единица массы — грамм — нами уже выбрана, а единица 
ускорения отнесена к единице длины — сантиметру — и кединице 
времени — секунде, — то тем самым определяется и единица силы 
на основании уравнения Ньютона; эта единица силы называется ди- 
ной. Итак дина есть такая сила, которая сообщает массе в один 
грамм ускорение в один сантиметр в секунду 

Дуп = 27. ——.. 
у > (5ес) 
Так как сила тяжести в средних широтах сообщает каждому 


телу ускорение в 
ст 


х-— 980 —— 
5 (5ес)* ’ 
то масса в один грамм будет иметь вес 
р(2г)--- 980 адуп. 
В обыденной жизни в большинстве случаев этот вес, а не масса 
тела, называется граммом, но с научной точки зрения подобное сме- 
шение двух совершенио разных понятий нежелательно. 


—_———————_——_—————_——___—————_д дд дд_дооиддод—д—оо_оид = Й^ 


32 .. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 


—_=—— =. 


15. Материальная точка. При формулировке законов механики 
и при различных вычислениях очень полезно бывает пользоваться по- 
нятием о „материальной точке“. Под этим термином мы будем под- 
разумевать материальное тело таких малых размеров, что ими можно 
пренебрегать по сравнению с другими размерами, входящими в вычис- 
ления. Таким образом материальная точка, в противоположность матема- 
тической точке, будет у нас иметь и конечный объем и конечную массу. 

Тем не менее для определения положения материальной точки 
в пространстве мы будем считать достаточным дать три коорди- 
наты какой-либо точки всего объема материальной точки, потому что 
разницей в координатах различных точек одного и того же элемен- 
тарного объема мы имеем право пренебречь. 

На том же основании нам нет необходимости говорить о вра- 
щении материальной точки; понятие о вращении требует мини- 
мум двух точек, движущихся с разными скоростями; поворачи- 
ваться может только вектор, а не точка. 

Итак материальная точка будет у нас определяться следующими 
данными: 

1) тремя пространственными координатами, 

2) моментом времени, в который точка занимает данное положе- 
ние в пространстве, 

3) массой, или количеством заключающейся в ней материи. 

Сперва мы, насколько возможно подробнее, изучим законы, 
управляющие движением одной материальной точки под действием 
различных сил, затем перейдем к механике совокупности, или си- 
стемы из нескольких материальных точек. Когда мы (в части Ш) 
булем изучать движение сплошных материальных тел, то мы будем 
и их считать составленными из элементарных объемов, т. е. из 
бесконечного числа материальных точек. Из этого мы видим, на- 
сколько важно изучить подробно механику одной материальной 
точки; она служит основой для изучения и механики системы мате- 
риальных точек и механики всех вообще материальных тел. 

Прежде чем приступить к изложению Механики точки, полезно 
будет сделать краткий, предварительный обзор тем величинам и тер- 
минам, которые нам впоследствии будут встречаться. 

16. Произведения массы. Мы начнем с величин, получаю- 
щихся как произведения массы точки на вектор. Произведение ска- 
лара массы т на любой вектор дает нам вектор того же напра- 
вления, только в т раз большей величины. 


1) Момент массы материальной точки относительно другой ка- 
кой-либо точки, например относительно начала координат, есть 
произведение из массы этой точки на радиус-вектор, проведенный 
из начала в эту точку. 

Проекции этого вектора на декартовы оси координат будут: 


тх, ту, т; тг. 


Иногда эти проекции называются моментами массы относительно 
плоскостей УХ, СХ, ХТ. 

2) Количество движения, или импульс, точки есть произведе- 
ние массы на вектор скорости. Проекции импульса на оси коорди- 
нат будут: 


р.= тх, р, = ту, р.-=т2; р == 172%. 


3) Сила, приложенная к точке, представляет собою произведе- 
ние массы на вектор ускорения и имеет проекции: 


==1хХ, Р,==ту, Е‚—= тг; Е: = 


4) Из трех координат точки х, У, г можно составить симметрич- 
ный тензор (ч. Г, стр. 197, 147): 


хх ху хг 
ух УУ уг 
2х гу г. 


Умножая составляющие этого тензора на массу точки, получем 
моменты массы второго порядка: 


тх*, ту?, тг?; тху, туг, тех. 


Если мы будем складывать квадраты координат попарно, то по- 
лучим очевидно квадраты расстояний точки от третьей оси, а 
именно: 


Ат) т; Вет 
С==т (х? -- у?) = (тг,)?. 
Эги величины называются моментами инерции точки относи- 
тельно осей Х, У, 7. 
Величины же 
р = туг, Е = тах, Р--=тху 


3. Теоретическая физика. Ч. П. 


называются произведениями инерции материальной точки относи- 
тельно тех же осей. 

17. Произведения импульса. Так как импульс материальной 
точки есть вектор, то его произведения с другим каким-либо век- 
тором могут быть скаларные и векторные. 

1) Действием (АсНо) называется скаларное произведение им- 
пульса р на путь $, пройденный точкою, если ни сам импульс ни 
его наклонение к пути не менялись за все время прохождения точ- 
кою пути $ 


А = (р-$). 


Если же мы имеем дело с переменным импульсом, то должны 
разделить весь путь от начальной точки (1) до конечной точки (2) 
на элементарные участки 4$, на которых импульс можно было бы 
считать постоянной величины и постоянного направления, и все 
полученные таким образом элементарные действия сложить, т. е. 
проинтегрировать: 


2) Кинетическая энергия (живая сила) материальной точки 
равна половине скаларного произведения импульса точки на скорость, 
или равна половине произведения массы точки на квадрат скорости: 


1 | 5 
Г —= 5 (р . У) = 9 тУу-. 


3) Моментом импульса вокруг какой-нибудь точки, например 
вокруг начала координат, называется векторное произведение 
импульса на радиус-вектор, проведенный из начала в эту точку, 


К - [г-р|. 
В декартовых координатах этот вектор имеет своими про- 
екциями: 
М.—= ур. — гр, 
М „=2р.-— хр, 
М, = хр, --УР. 


к 
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Легко видеть, что момент импульса точки равен удвоенному 
произведению массы точки на ее секториальную скорость (20, 10) 
относительно начала координат. Направление момента импульса 
совпадает с направлением секториальной скорости 


К — ме [г-\] = 2ии $. 


18. Произведения силы. Из вектора силы тоже можно со- 
ставить и скаларные и векторные произведения. Наиболее часто 
встречаются следующие. 

1) Импульс силы равен произведению силы на время ее дей- 
ствия. Так как сила может 
меняться со временем, то 
для ее импульса мы должны 
написать 


= [2.4 Е; 
1 


Рис. 9. Работа силы. 


2) Работа силы Е на пути 4$ (рис. 9) определяется скаларным 
произведением силы на пройденный точкою путь 


$ 


и= |= 4) =. ах РЕ, у-- Е, 42). 


0 


3) Эффект силы равен работе, произведенной в единицу времени, 
. „_ а 
7-7 И. == (Е*\) == (Р,х- А, У-Е РА, 2). 


Как видим, эффект силы опреде- 
ляется скаларным произведением си- 
лы на скорость. 

4) Момент силы (аналогично с 
моментом импульса) есть векторное 
произведение радиуса-вектора, про- 
веденного из какой-либо точки О 
(рис. 1.0), и вектора силы 


Рис. 10. Моменг силы. М—= [^.Ё]. 
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Проекции момента силы на декартовы оси координат булуг 
выражаться так: 
М. = УР, —2Е, 


М,=2ЕР, — ХР, 
М, —=хЁ, — УР. 


19. Энергия материальной точки. В механике мы будем 
различать два рода энергии: кинетическую и потенциальную. 

Мы уже дали выше определение кинетической энергии как 
скаларного произведения из вектора импульса на вектор скорости 
но гораздо чаше нам будет встречаться выражение 


Под потенциальной энергией точки подразумевают ту энергию, 
которую точка может совершить благодаря своему положению 
в каком-либо поле сил; поэтому иногда потенциальную энергию и 
называют энергией положения. 

Предположим, действительно, что рассматриваемая материальная 
точка находится в поле каких-либо сил, имеющих потенциал (ч. 1, 
стр. 67, 67). 

Потенциал ( будет, вообще говоря, функцией координат, т. е. 
будет образовывать скаларное поле, и составляющая силы поля по 
какому-либо направлению $ может быть представлена в виде отрица- 
тельно взятой производной от потенциала (7 по этому направлению 


Работа, произведенная силами поля при движении точки по ка- 
кому-либо элементарному пути 4$, будет равна скаларному произве- 


лению силы на путь 
(2.48) = Е,- 48 = --ЧЦ. 


Но эта работа может быть произведена только за счет потен- 
циальной энергии точки в данном поле и, следовательно, ---@( равна 
уменьшению потенциальной энергии точки. Из этого мы видим, что 
если начать счет потенциальных энергий точки от того же места, 
от которого начат счет потенциалов, другими словами, если считать 
потенциальную энергию точки равною нулю в тех точках поля, 


дд ди = а — 
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где потенциал нами принят равным нулю, то потенциальная 
эпергия точки в поле сил будет везде равна потенциалу этих сил: 


Еро — (7. 


Начало счета потенциальных энергий, так же как и начало счета 
потенциалов силового поля, совершенно произвольно, потому что 
в наши расчеты всегда будут входить только разности потенци- 
альных энергий, а разности эти от того или иного выбора точек 
с нулевым значением потенциальной энергии совершенно не 
зависят. 

Полная энергия точки представляет собою сумму ее кинетиче- 
ской и ее потенциальной энергии 


Е = Еца-| Ери== Г-Е И. 


Единицей для энергии (кинетической или потенциальной) служит 
эрг, определяемый как произведение силы в одну дину на путь 


в один сантиметр 
ег” — дуп. ст. 


В практике чаще употребляется гораздо большая единица 


джоуль == 107 его. 


ГЛАВА П. 


ЗАКОНЫ НЬЮТОНА. 


20. Основные законы механики. Механика отличается от 
всех других отделов теоретической физики небольшим числом ги- 
потез, или принципов, положенных в ее основу, из которых все 
наблюдаемые механические явления могут быть выведены как про- 
стые математические следствия. Самый выбор этих основных прин- 
ципов может быть сделан весьма различно, и мы впоследствии рас- 
смотрим несколько подобных принципов, но пока мы считаем вполне 
достаточным основывать наши рассуждения на тех принципах, которые 
были формулированы впервые Ньютоном в 1687 году. Впрочем необхо- 
димо заметить, что некоторые законы движения тел, и в особенности 
законы равновесия (статика), были известны еще в глубокой древно- 
сти, а первые систематические опытные исследования над движу- 
щимися телами (динамика) были произведены Галилеем (1562—1642). 
Галилеем же, а затем в еще более общей форме Декартом, был 
формулирован закон инерции (первый закон Ньютона). Тем не ме- 
нее творцом современной механики во всей ее систематической 
полноте нужно признать Ньютона. 


ПерРвыЫЙ ЗАКОН НЬЮТОНА. 


Всякое материальное тело, предоставленное самому себь, 
остается в покое или продолжает двигаться равномерно и пря- 
молинейно, пока какая-нибудь внешняя причина (т. е. сила) не 
изменит этого состояния тела. 


ВторРОЙ ЗАКОН НЬЮТОНА. 


Изменение количества движения (импульса) тела в еди- 
ницу времени равно действующей силе и направлено по этой по- 
следней. 
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ТрРЕТИЙ ЗАКОН НЬЮТОНА. 


Действие силы всегда сопровождается противодействием 
ей равным. 


ЧЕТВЕРТЫЙ ЗАКОН НЬЮТОНА. 


Любые два материальных тела действуют друг на друга 
{взаимодействуют) силами, пропорциональными их массам и 
обратно пропорциональными квадрату их взаимного расстоя- 
ния. Коэфициент этой пропорциональности для всех тел один 
и тот же. 

Во всех этих законах под словом „тело“ надо подразумевать 
„материальную точку“. Действительно, только для материальной 
точки скорость и направление движения имеют определенное (од#о- 
значное) значение, в материальном теле различные его части могут 
иметь различные скорости и различные направления движения. 
Точно так же и в четвертом законе об определенном расстоянии 
между телами можно говорить только в том случае, если размеры 
тел настолько малы, что ими можно пренебречь по сравнению 
с расстояниями между телами; а это и означает, что тела рассма- 
триваются как материальные точки. 

Прежде чем перейти к математической формулировке законов 
Ньютона, мы считаем необходимым особенно подчеркнуть то обсто- 
ятельство, что, несмотря на свою простоту, законы Ньютона оправ- 
дываются на опытах в самых разнообразных и отдаленнейших 
своих следствиях и притом с громадною точностью. Поэтому те 
незначительные отклонения от законов Ньютона, которые повиди- 
мому имеют место в некоторых явлениях природы, гораздо прак- 
тичнее рассматривать особо. Дело в том, что всякое следствие, выве- 
денное из выбранных нами основных законов, мы имеем возможность 
постоянно проверять на опыте, и до тех пор, пока опыт подтверждает 
теорию с достаточной степенью точности, нам нет необходимости 
осложнять основные гипотезы этой теории. 

Механика, основанная на законах Ньютона, называется „А’ласси- 
ческой механикой“, и в ее границах мы пока и останемся. 

21. Формулировка законов. Как сейчас увидим, первый 
закон (закон Галилея), или, как его называют, закон инерции тел, 
представляет собою простое следствие из второго закона, а потому 
мы формулируем сперва этот последний. Обозначим для этого че- 
рез р импульс материальной точки и через Е силу, на нее 
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действующую; обе эти величины суть векторы, а потому второй 
закон Ньютона мы можем выразить в векторной форме таким 
образом: 


Обыкновенно величина массы т принимается постоянной; а 
тогда второй закон Ньютона можно написать так: 


ту = Е. 


В том случае, когда никакие силы на точку не действуют или 
когда равнодействующая всех сил равна нулю, мы получаем: 


ту =0 
или 
у — соп${4ап$ (постоянное). 


Это означает, что в этом случае скорость точки остается по- 
стоянной и по величине и по направлению; если скорость в ка- 
кой-нибудь момент времени была равна нулю, то, при отсутствии 
сил, тело остается в покое и во все последующие моменты. Как 
видим, это следствие из второго закона есть не что иное как пер- 
вый закон. 

Тем не менее мы считаем гораздо лучше формулировать первый 
закон в согласии со вторым законом Ньютона следующим образом: 


р— 0, р == соп$% 


т. е. при отсутствии внешних сил не скорость, а импульс мате- 
риальной точки остается постоянным и по величине и по напра- 
влению. 

Гретий закон Ньютона встретится нам при изучении несвобол- 
ного движения материальной точки, а также в механике системы 
материальных точек. Если обозначить через ЕЁ, силу, действующую 
на рассматриваемую материальную точку со стороны какой-либо 
другой точки, а через Ё›, обозначить силу, с которой рассматри- 


ваемая точка действует на эту другую точку, то третий закон Ныо- 
тона можно выразить так: 


или так: 


Е.Р, =0. 
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Это означает, что сумма сил взаимодействия всегда равна нулю. 
Наконец для формулировки четвертого закона обозначим через 
т, и т, массы двух материальных точек и через г их взаимное 
расстояние; тогда силу, действующую на массу т., можно выразить 


формулою 


где г. означает единичный вектор, направление которого взято от 
первой точки т, ко второй т.. 

Опыт показал, что коэфициент пропорциональности Е действи- 
тельно для всех тел одинаков (мировая постоянная); его численная 
величина в абсолютной системе единиц (СС$) равна 


в = 6,65.10_°. 


Так как в числитель нашей формулы входит произведение двух 
масс, которое от перестановки множителей не меняется, и так как 
вектор г. при перестановке индексов изменяет свое направление на 
противоположное, т. е. меняет свой знак, то сила, с которой пер- 
вая масса 7, действует на вторую массу т,, равна и противопо- 
ложна той силе, с которой вторая масса действует на первую, 
в полном согласии с третьим законом Ньютона: 


Го == Гу, Е. Е Е. =0. 


Теперь мы перейдем к некоторым следствиям из законов Нью- 
тона самого общего характера, а в дальнейших главах рассмотрим 
частные конкретные случаи их применения. 

22. Определение сил по данному движению. В декарто- 
вых координатах векторная форма написанного нами второго закона 
Ньютона распадается на три скаларных уравнения: 


тх =: 


ре ту =Р,; т2=— Е,; 


#}’ 


ту =. 


Мы можем пользоваться этими уравнениями двояко: или но 
данному движению определять силы, действующие на точку, или, 
наоборот, по данным силам определять движение точки. Сперва 


д д———а—д—д—д————_—о—о—оЬ_—о—о_—_о—»Э—Э——__——————————————Э———————————_——_— 
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рассмотрим первую задачу. Пусть нам дана траектория движения 
точки в пространстве как пересечение двух поверхностей 


Я (х, у, 2) =0, Л (х, У, 2) ==0, 


и кроме того дано положение точки на этой кривой, т. е. лано, 
например, расстояние $ точки, измеренное вдоль этой кривой, от 
какой-либо начальной точки $ ==0 кривой, как функция времени 


—/ (0. 


Продиференцировав это последнее уравнение два раза и умно- 
жив полученный результат на массу точки т, получим силу, дей- 
ствующую вдоль пути, т. е. составляющую сил вдоль траекторин 
движения 


т$ =Р.. 


Но мы знаем, что точка, движущаяся по кривой линии, подвер- 
жена так называемому центростремительному ускорению (23, 11), 
направленному к центру кривизны траектории 


Умножив и это выражение на массу точки, получаем составляю- 
щую силы нормально к пути, по радиусу кривизны траектории 
в каждой ее точке. 

Результирующая обеих составляющих сил и будет решать 
задачу 


Е — 7 (№5). 


Иногда удобнее бывает взять уравнение траектории в парамет- 
рическом виде, причем за параметр принять время, в которое рас- 
сматриваемая нами материальная точка совпадает с различнымн 
точками траектории 


х—Л (2); у=— Л» @); 2 — Л, (0. 
Тогда, продиференцировав эти уравнения по времени два раза 
и умножив на массу точки, получаем проекции искомых сил на оси 
коорлинат как функции времени 


тх =Р.; ту—=Ё,; тг ==Е,. 
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23. Определение движения по данным силам. Наоборот, 
если нам даны силы, а требуется определить движение материальной 
точки под действием этих сил, то приходится интегрировать 
уравнения Ньютона, а это гораздо сложнее, чем диференцировать. 
В следующих параграфах мы дадим несколько главнейших методов 
интегрирования уравнгний Ньютона, а пока сделаем одно общее 
замечание. 

При каждом интегрировании остается, как известно, неопреде- 
ленной величина так называемой „произвольной постоянной“; после 
двукратного интегрирования диференциального уравнения второго 
порядка получаются две произвольных постоянных. Второй закон 
Ньютона представляет собою систему из трех диференциальных 
уравнений второго порядка (ускорение точки выражается второю 
производною от координат по времени), и, следовательно, у нас 
должно получиться шесть произвольных постоянных. Таким обра- 
зом мы видим, что одних уравнений Ньютона нам еще недоста- 
точно для Полного определения движения какой-либо точки, а 
необходимы еще какие-то добавочные данные. Но это вполне 
естественно не только с математической, а также и с чисто физи- 
ческой точки зрения. Действительно, закон Ньютона должен уло- 
влетворяться в каждый момент времени, независимо от движения 
точки в предыдущие моменты, а между тем движение точки, т. е. 
ее траектория, и скорость движения должны зависеть от сил и дви- 
жений, которые имели место и ранее рассматриваемого момента: 
Однако, если нам будут даны положение и скорость точки в какой- 
либо момент времени, то`этим самым на основании закона Ньютона 
определяется и все ее дальнейшее движение. Но положение точки 
в пространстве определяется тремя ее координатами, а движение 
ее — тремя проекциями скорости на оси координат. Таким обра- 
зом, если нам даны будут для какого-нибудь момента времени 
шесть величин 


о У 20 №0 Ус 20» 


то этого и будет как раз досгаточно для определения оставшихся 
неопределенными шести произвольных постоянных интеграции. 
Болынею частью указанные шесть величин даются для времени 
[ —0, а потому они называются начальными данными движения. 
Впрочем вместо указанных шести величин иногда даются шесть 
уравнений, связывающих эти величины; иногда в числе начальных 
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данных встречается начальная энергия точки, начальная ее сектори- 
альная скорость и т. п. Вообще начальные данные могут быть 
весьма разнообразны, лишь бы они были достаточны для определения 
шести произвольных постоянных интеграции. 

24. Силы функции времени. Самый простой случай это тот, 
когда данные нам силы, действующие на точку, зависят только 
от времени. Тогда непосредственное интегрирование уравнений 
Ньютона дает нам импульсы 


ра 
р—=Е (9, р= | АЕ ро. 
0 
Разделив импульс на массу, получаем скорость, а интегрируя еще 


раз, получаем координаты точки как функции времени. Например 
для координаты х мы получаем: 


== Ге» 


Е 
—1 
т 


0 


Ра ЧЕ жЁ-|- х,. 


пы. 


Начальные значения (для #=0) величины скорости и коорди- 
нат —х) У 2), Х‹, У» 2, — должны быть даны для полного ре- 
шения задачи. . 

25. Интеграл энергии. Если силы, действующие на материаль- 
ную точку, даны как функции координат и образуют поле сил, не 
меняющееся со временем и имеющее потенциал (, то интегрирова- 
ние уравнений Ньютона 

тг —=Е 


может быть произведено‘ следующим образом. Умножая это уравне- 
ние скаларно на вектор скоросги г, получаем: 


т (г.г) —= (Е -г). 
Левая часть этого уравнения представляет собою приращение 


кинегической энергии точки в единицу времени; действительно: 


.. о 1 а с: й 1 К а 
С (Р.Г) —= 2 т Ру. ее (т) — 2 Г. 


95. ИНТЕГРАЛ ЭНЕРГИИ 45 


Справа же мы получили работу силы в единицу времени или 
приращение потенциальной энергии точки в единицу времени 


(2.48) _ Ч 


Приравнивая обе эти величины, получаем: 
а 
(Г-Н И) =0, Г-- И==Е == соп$. 


Это уравнение выражает закон сохранения энергии: сумма ки- 
нетической и потенциальной энергии материальной точки остается 
во все время ее движения в поле сил постоянной. 

В этом уравнении уже не встречается вторых производных ко- 
ординат по времени (т. е. нет ускорений), а остались только пер- 
вые их производные (т. е. скорости). На этом основании это урав- 
нение иногда называют „интегралом энергии“ или „интегралсм 
живых сил“; при этом постоянная Е, сумма кинетической и полен- 
циальной энергии, и представляет собою одну из постоянных 
интеграции. 

Зная кинетическую энергию точки, мы легко определяем и ве- 
личину скорости точки 
(Е И) 


/ 
°—И м 
однако направление скорости остается еще неопределенным. Но 
представим себе, что траектория точки каким-либо образом реально 
задана, например положим, что рассматриваемая точка (например 
маленький шарик) движется по какой-либо твердой направляющей 
линии (по желобку, или вдоль проволоки, или внутри трубки) и 
почти без трения, тогда траектория точки определяет направление 
скорости, а закон сохранения энергии ее величину. 

Если траектория точки дана, то из закона сохранения энергии 
мы можем вывести закон Ньютона. Действительно, взяв от уравне- 
ния энергии производную по времени, получаем: 


| 
- то? —- (=0, 
то -|- бе == то — Ро = 0 


и, сокращая на 9, имеем: 
тт = ЕЁ. 
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Тем не менее закон Ньютона общее закона сохранения энер- 
гии, потому что он остается в силе и в тех случаях, когда энергия 
точки непостоянна, а изменяется со временем. 

Здесь полезно будет обратить внимание на следующее обстоя- 
тельство: закон сохранения энергии при движении точки в потен- 
циальном поле сил имеет место и в том случае, ковда точка дви- 
жется по кривой линии; а между тем при движении по кривой, 
кроме данных сил поля, на точку действуют еще центростремитель- 
ные силы, обусловленные кривизной самой траектории. Но дело 
в том, что центростремительная сила всегда перпендикулярна 
к траектории, а потому работа ее всегда равна нулю и изменять 
энергию движущейся точки она не может. 

26. Интеграл моментов. Мы только что получили один ин- 
теграл, а именно интеграл энергии, умножив уравнение Ньютона ска- 


ларно на вектор скорости г, умножим теперь эти уравнения век- 
ториально на вектор положения точки г: 


т [г-г| = [г.Ё|. 
Для преобразования левой части этого уравнения мы можем 
воспользоваться соотношением 
Ч 


ет [ег = [г.г] —- [г.г], 


в котором второй член как векторное произведение двух парал- 
лельных векторов равен нулю. Умножая это на т, имеем: 


ие [р] == “Е 


А это означает: приращение момента импульса материальной 
точки (34, 17) вокруг начала координат в единицу времени равно 
моменту внешних сил (35, 18): 


1 . . 


Если момент сил дан нам как функция времени, то, иитегрируя 
это уравнение по времени, мы получаем и момент импульса точки 
тоже как функцию времени; только начальный момент импульса 
нам, конечно, должен быгь дан особо. 
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Если момент сил равен нулю,— а это может случиться не только 
в том случае, когда сами силы отсутствуют, но и тогда, когда силы 
все время направлены параллельно радиусу-вектору, — в таких 
случаях момент импульса точки во все время ее движения остается 
постоянным И По величине и по направлению 


[г.р] == из [г+У] == соп$%. 


Но если направление вектора, выраженного этим векторным про- 
изведением, остается постоянным, то и плоскость, образуемая векто- 
рами ги \, Т. е. плоскость движения материальной точки, тоже 
остаегся все время постоянной. 

Кроме того, приняв во внимание соотношение между линейной 
скоростью и секториальной скоростью (20, 10), мы можем сказать, 
что, при отсутствии момента сил, точка будет двигаться в опреде- 
ленной плоскости с постоянной секториальной скоростью 


[г-\| = 2$ == соп$й. 


27. Силы, зависящие ог скорости. Некоторые силы, как, 
например, силы трения, зависят главным образом от скорости дви- 
жения точки и направлены ‘противоположно этому движению. В та- 
ком случае уравнение 


[1 
т Е =—- К(о) 


интегрируется разделением переменных 


9 


г@ 


4, Е = Еы 4. 


т 


< 


Отсюда мы можем определигь скорость как функцию времени 
и затем интегрировать еще раз лля определения координаты как 
функции времени. 

Если данные нам силы зависят одновременно и от времени и от 
координат и ог скорости (такие случаи встретятся нам в теории 
колебания точки), тогда интегрирование уравнений Ньютона ослож- 
няется и может быть произведено в конечной форме только в про- 
стейших случаях. 
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28. Силы тяготения. Четвертый закон Ньютона 


Ато 
Ро = Го 


означает, что каждая материальная точка массы т образует вокруг 
себя поле сил, и так как силы этого поля пропорциональны массе 
т той точки, на которую они действуют, то мы можем, для удоб- 
ства вычислений, отнести все силы поля к единице массы т=—={[ и 
рассматривать поле напряжений 


Но на основании второго закона Ньютона сила, разделенная на 
массу, дает нам ускорение, сообщаемое этой силой данной массе; 
откуда заключаем, что напряжение поля тяготения равно ускоре- 
нию, которое оно сообщает любой массе, находящейся в поле 


Мы видим таким образом, что благодаря четвертому закону 
Ньютона в уравнение второго закона Ньютона, примененное к си- 
лам тяготения, масса совсем не входит. Это следствие из законов 
Ньютона подтверждается на опыте с большою точностью; об опы- 
тах, сюда относящихся, мы будем говорить ниже. 

Что касается геометрических свойств поля тяготения, то они 
могут быть выведены совершенно тем же путем, каким мы выво- 
дили (ч. |, стр. 68, 67) геометрические свойства векторного поля 
вообще, а потому здесь мы можем ограничиться напоминанием 
главнейших результатов этих выводов. 

Представим себе материальную точку, образующую поле в начале 
координат (вообще же начало координат может быть выбрано где 
угодно); тогда проекции напряжения поля на декартовы оси коор- 
динат будут: 


7: 0 ту 
8. я 6084 =—=—щ.- 

Ту .0 Ато 
бум ля 508 — о 

7: 0 Ато 
$, — ——<С0$ У — — ——2 
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где а, В, | суть углы, образуемые радиусом-вектором, с осями ко- 
ординат, а знак минус нами взят потому, что ускорение — д, на- 
правлено к началу координат. Это поле имеет потенциал, в чем 
легко убедиться, вычислив вихрь (ч. 1, 53, 63, 117, 98) этого поля. 
Действительно, например, составляющая по оси х этого вихря 
определится так: | 


— -87. — — 2 
ду д’ ду ог’ 
де, де, 9 Зето 74 
92 о д м 7” 
г Зву 
сий = -— == 
9), ду 92 


Точно так же равны нулю и другие составляющие. Мы советуем 
читателю на основании ч. [, стр. 86, 82 самому убедиться в том, 
что не только поле тяготения, но и поле любых так называемых 
„центральных“ сил, т. е. сил, зависящих только от расстояний 
между взаимодействующими точками, лишено вихрей и следова- 
тельно имеет потенциал. 

Потенциал напряжений поля тяготения, образуемого массой ту, 


равен 
то 
; 


(7—--К--', 
причем потенциал бесконечно удаленной точки принят нами равным 
нулю. 

Напряжение поля определяется как отрицательно взятый гра- 
диент этого потенциала: 


0:—=- = =—А- 


Источниками для поля тяготения служат материальные точки 
или материальные элементы объема, причем плотность 0 источников 
равна плотности материи 6, умноженной на гравитационную посто- 


янную К 
в —=^6. 


Для напряжепий и потенциалов имеют место уравнения Лапласа 
и Пуассона (ч. 1, сгр. 77, ит. д.). 

Так как материальные массы всегда положительны, то в поле 
тяготения нам нет надобности рассматривать биполи, двойные 
слои ит. и. 


4. Теоретическая физика. Ч. Ш. 
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В поле тяготения, если оно не изменяется с течением времени 
или изменяется очень медленно, имеет место закон сохранения энер- 
гии (45, 25), а в поле одной притягивающей точки имеет место и 
постоянство момента импульса и постоянство секториальной ско- 
рости движущейся точки, потому что силы все время направлены 
к притягивающей точке и не имеют относительно этой точки мо- 
мента (47, 26). 

29. Поле земного тяготения. В следующей главе мы бу- 
дем изучать движение материальных точек в поле земного тяготе- 
ния. Земля может быть в первом приближении рассматриваема как 
шар, сплюснутый у полюсов. По последним измерениям (1912 г.), 
радиус экватора Земли равен 


г, = 6 378 192 т, или приблизительно 6,4 . 108 ст. 


Сплюснутость Земли равна 
Гр 1 


— ——_ ———_ 
— 


п 297* 


Средняя плотность Земли равна 5,55. Однако на основании’ 
некоторых явлений распространения волн землетрясений можно- 
заключить, что внутренние слои Земли имеют плотность, доходящую 
до 8,2, тогда как наружная ее кора имеет плотность около 3,2. 
Так как распределение плотности внутри Земли нам в точности не- 
известно, то поле тяготения Земли гораздо лучше определять не 
вычислениями по закону Ньютона, а непосрелственными измерениями 
ускорения земного поля в различных точках, которые нас интере- 
суют. Для этой цели выработаны специальные методы измерений, 
дающие очень точные результаты. На основании подобных изме- 
рений для ускорения силы тяжести Земли можно написать слелую- 
щую эмпирическую формулу 


© —980,62 [1-- 0,00264 со$2%- 0,00000034], 


где +Ф означает географическую широту места, а Й- -высоту над 
уровнем моря, выраженную в метрах. В первом приближении эта 
формула соответствует форме Земли в виде эллипсоида вращения. 
Соответственно с этим величина ускорения Земли равна 


т — ( 3/22 
на экваторе ($ —=0) ...978,1 ст /5ес | разница в 0,59/, 
у полюсов (у == 905)...983,2 ст/зес? } 


“ 
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У полюсов ускорение силы тяжесги получается больше, потому 
чго полюсы ближе к центру Земли, чем экватор. 

Для вычисления ускорения силы тяжести на разных высотах 
можно принять как исходное данное среднюю величину ускорения 


ст 
силы тяжести на поверхности Земли 5 = 980 — и считать уско- 


5ес? 
рение обратно пропорциональным квадрату расстояния от центра 


Земли 
(== р 
№ (И (1+7 
Ко 


А так как радиус Земли очень велик по сравнению с высотами, на 
которых мы производим опыты Или наблюления, то мы можем 
довольствоваться приближенным значением: 


2 
8 — 80 1 я. В . 
0 
После подстановки г, = 6,4 .106 т получаем: 


=== 980,62 [1 —- 0,0000003| 


в согласии с вышеприведенной формулой. Таким образом мы можем 
считать, что, при повышении на 1000 м, ускорение силы тяжести 
уменьшается на три десятитысячные доли своей величины, а при повы- 
шении на 10000 2 (высочайшая гора Монт-Эверест в Гималаях 
имеет высоту 8882 т, а полет снарядов и аэропланов релко дости- 
гаег этой высоты) ускорение силы тяжести уменышается всего на 
три тысячные своей величины. 

Из всех приведенных данных мы видим, что для большинства 
явлений, происходящих вблизи поверхносги земного шара, мы мо- 
жем с достаточной точностью принять ускорение силы тяжести 


ст 
постоянным и равным 980 „=. 


В следующей главе мы будем изучагь движение материальной 
точки в пределах сравнительно небольшой части земного поля и 


будем считать ускорение постоянным и по величине и по на- 
правлению. 


ГЛАВА Ш. 


БАЛЛИСТИКА. 


30. Введение. „Баллистика“ в переводе на русский язык 
означает науку о бросании тел; но большею частью этим терми- 
ном обозначают науку о движении артиллерийских снарядов, ружей- 
ных пуль и т. п. Обыкновенно различают внутреннюю баллистику 
и внешнюю баллистику; первая изучает движение снаряда внутри 
орудия, а вторая — снаружи орудия. Здесь нас будут интересовать 
только явления, так сказать, внешней баллисгики и то только в их 
упрощенной форме. Ядро мы будем считать за материальную точку 
и вращение ядра мы принимать во внимание не будем, отнеся эго 
явление к механике твердых тел. Ускорение силы тяжести, как ска- 
зано выше, мы будем считать постоянным по величине и по напра- 
влению. На самом же деле снаряды достигают в настоящее время 
такой большой высоты, что приходится принимать во внимание и 
неоднородность поля земного тяготения; теория полета снаряда при- 
ближается тогда к теории движения планет и их спутников, и мы 
скажем 0б этом несколько слов в главе „Небесной механики“. 
Влияние вращения Земли на полет снарядов мы рассмотрим в главе 
об относительном движении точки. 

Самым большим осложнением в баллистике является трение сна- 
ряда в воздухе. Это трение обусловливается воздушными течениями 
и вихрями, образующимися во время движения снаряда, и их тео- 
рия настолько сложна, что и до сих пор приходится, обходя тео- 
рию, применять различные эмпирические формулы, добытые из 
опытов. С этой целью, при помощи специально для этого скон- 
струированных приборов, определяют скорость снаряда в двух точ- 
ках горизонтального пути, находящихся на сравнительно небольшом 
расстоянии друг от друга. Еспти обозначить через 9. и 9, наблю- 
ленные скоросги снаряда в начале и в конце небольшого участка 
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нути $, то уменьшение живой силы снаряда на этом пути может 
быть приравнено работе силы трения Г снаряда о воздух 
5) т (9, -- 9) == Е5. 

Отсюда и определяется сила трения Г. Повторяя подобные 
опыгы со снарядами различной формы и для различных скоростей 
их движения, получают таблицы, которыми можно пользоваться при 
вычислениях, или составляют эмпирические формулы. 

Большею частью сила трения оказывается пропорциональнсю 
второй степени скорости (гидравлическое трение), однако коэфни- 
циент этой пропорциональности не совсем постоянен; особенно 
быстро изменяется этот коэфициент при скоростях, близких к ско- 


т 
рости звука в воздухе [около 300 и). Кроме того коэфициент 


этот изменяется с высотою полета, потому что от высоты зависит 
плотность воздуха, а следовательно и его сопротивление движению 
снаряда. Все эти осложнения заставляют баллистиков, при расчете 
пути снаряда, расчленять этот путь на отдельные участки, в преде- 
лах которых можно считать коэфициент трения воздуха постоянным. 
Впрочем мы здесь не будем входить во зсе эти подробности бал- 
листики, а ограничимся только простейшими случаями, которые 
имеют для нас принципиальный интерес с точки зрения общих 
задач теоретической физики. 

31. Движение по вертикальной линии. Обозначим массу 
точки через т, ускорение силы тяжести через © и возьмем ось 2 
декартовых координат вертикально вверх (в зенит). Так как сила 
тяжести направлена вертикально вниз (в надир), то второй закон 
Ньютона напишется так: 


Е, == —т8 = ту. 


В этом уравнении масса точки т сокращается, и мы получаем 
и— 2. 


Из этого следует, что всякая материальная точка, независимо 
от своей массы (независимо от своего веса), будет падать с одним 
и тем же ускорением (48, 28). Этот закон был открыт Галилеем и 
демонстрирован им в его знаменитом опыте падения тел с Пизан- 
ской наклонной башни, задолго ло формулировки законов механики 
Ньютоном. - 


54 И!. БАЛЛИСТИК \ 


Умножая это уравнение на 4Ё и интегрируя его от 1==0 до Ё, 
получаем скоросгь движения точки 


о = — 2, 


где 9, означает скорость точки в момент времени #==0, т. е. так 
называемую начальную скорость точки. Но само собою разумеется, 
что начало счета времени и соответствующая ему скорость точки 
могут быть выбраны произвольно. Уравнение показывает, что поло- 
жительная схорость (направленная вверх) будет уменьшаться, дви- 
жение будет замедляться, а отрицательная скорость (направленная 
вниз) будет увеличиваться. Изменение скорости в обоих случаях 
будет итти пропорционально времени, и коэфициент этой пропор- 
циональности х равен ускорению силы тяжести. 

Умножая уравнение скоростей на 4{ и интегрируя снова в тех 
же пределах от { =0 ло [Ё, получаем высоту точки Й над уров- 
нем 2, на котором точка 
была в момент #:=0 


у р, 


Тор 
й—2 — 20 = 5-8Г. 


Полученные результа- 
ты мы можем для нагляд- 
ности изобразить графи- 
чески (рис. 11), отложив 
по горизонтальному на- 
правлению время Ё в ка- 
ком-нибудь подходящем 
масштабе, а по вертикаль- 
ному направлению: во- 
первых, скорость точки ® 
и и, во-вторых, высоту 


точки Йй над уровнем 
Рис. 11. График движения вертикально бро- И: 
шенного тела. 20. з наших формул, 


а также из рис. 11 мы 
можем определить тот момент времени, когда скорость точки, 
уменьшаясь, делается равной нулю: 
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После этого скорость опять увеличивается, но в отрицательную 
сторону, и достигает своей первоначальной величины 9; в момент 
времени 2&. 

Пока скорость была положительиой, точка поднималась вверх, 
и в момент времени Ё она достигла своей наибольшей высоты 


о 
© — 0; й = =. 


Затем точка начинает падать вниз и в момент времени 2Ё воз- 
вращается на свой первоначальный уровень. Действительно, под- 
ставляя значение 2& в уравнение для Й, получаем: 


й =, 2% _ 58 (=) = 0. 
8 2°\ а 
Максимальное значение высоты мы могли бы определить также 
по общим правилам отыскапия максимума функции й, приравняв 
нулю ее производную по времени. Но легко заметить, что это то же 
самое, что положить скорость равною пулю: 


ЧИ 2 
о - = 4) == 0. 
ИА Е 
Так мы и сделали 
Если нас иптересуег вопрос, какова должна быть начальная 
скорость точки, чтобы она достигла заданной нам высоты й., ТО 


ответ на этот вопрос мы получаем из формулы 
ри 
==) 281. 


Если начальная скорость равиа нулю (%==0), то свободная, 
т. е. ничем не поддерживаемая, материальная точка, очевидно, нач- 
нет падать вниз; при этом ее ускорение, скорость и положение 
относительно начального уровня определяются формулами 


.. . ] о 
2 = — 5, $ — 2 & = 5 8Г. 


Ускорение остается постоянным, скорость растег пропорцио- 
нально времени, а пройденный путь — пропорционально квадрату 
времени. Все эти законы падения тел были найдены Галилеем и 
проверены на многочисленных опытах. 

32. Превращение энергии. Из полученных нами уравнений 


1 
9 -и АБ й 2—2 = о ВЕ 
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мы можем исключить время, подставив значение { из первого урав- 
нения во второе: 


| о 
ИЕ (2 ЕН. (® 47) 


Заметим, что высота точки зависит только от второй степени 
скорости; а это означает, что при перемене знака скорости мы 
получим то же значение для й; другими словами, на любой высоте 
точка имеет ту же самую величину скорости при своем падении, 
какую она имела при своем подъеме (рис. 11). Эта закономерность 
представляет собою одно из следствий закона сохранения энергии 
(45, 25). Действительно, для того, чтобы поднять массу т на вы- 
соту й, мы должны затратить работу 


Е-й = той, 


которая пойдет на повышение потенциальной энергии точки в поле 
земного тяготения, причем уровень # ==0 принят нами за уровень 
нулевой потенциальной энергии. А с другой стороны, величина 


равна приращению кинетической энергии точки. Переписав наше 
уравнение в следующей форме 
т тег = 1 то? —- 192 
2 2 0 0 
или так 


мы получаем закон сохранения энергии 


Г- И = соп${ = 2. 


Сумма кинетической и потенциальной энергии точки остается 
во все время движения постоянной и равна полной энергии точки. 

На рис. 12 по горизонтальному направлению отложено время, 
а по вертикальному направлению: во-первых, кинетическая энергия 
точки Г (парабола с вершиной, направленной вниз) и, во-вторых, — 
потенциальная ее энергия (7 (парабола, такая же, как для высот Й); 
сумма ординат обеих этих парабол во все моменты времени одна и 
та же и представляет собою полиую энергию точки. 


33. БРОСАНИЕ ПОД УГЛОМ К ГОРИЗОНТУ 57 


В начале движения (Ё -:0, Йй --0), когда точка имела скорость 
о И находилась на нулевом уровне, ее кинетическая энергия была 
наибольшая 


| 1 
Глах ==: р. то", 


а потенциальная энергия равнялась нулю. Затем вместе с подъемом 
точки в высоту ее кинетическая энергия стала уменьшаться, зато 
ее потенциальная энер- 
гия стала возрастать. 
Когда достигается наи- 
большая высота подня- 
тия й,, скорость точки 
и ее кинетическая энер- 
гия обращаются в нуль, 
вся кинетическая энер- 
гия оказывается истра- 
ченной, т. е. превра- 
щенной в потенциаль- 
ную энергию, которая 
при этом достигает сво- р 7 г 
ей максимальной вели- 
чины 75. Подстав- 
ляя сюда значение Й,, выраженное через начальную скорость точки 


Рис. 12. График энергии. 


®, получаем 


2 
__ о_ Тир 
той. = те 5е = 5 ту, 


т. е. максимальное значение потенциальной энергии равно макси- 
мальному значению кинетической энергии, как и следовало ожидать 
(ср. рис. 12). 

33. Бросание под углом к горизонту. Разберем теперь 
более общий случай, когда начальная скорость точки не вертикальна, 
а составляет с горизонтальным направлением какой-либо угол а. 
Горизонтальная и вертикальная составляющие начальной скорости 


булут, следовательно, 


Ч; = 60$ а, о; ==®, $ а. 


Так как ускорение силы тяжести направлено вертикально, то 
очевидно оно может изменить только вертикальную составляющую 
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скорости, тогда как горизонтальная составляющая останется во все 
время движения постоянной. Из этого уже видно, что движение 
точки будет все время происходить в вертикальной плоскости, 
проведенной через начальную скорость точки. Мы можем однако 
вывести это и из общих формул движения точки. 

Проведем через начальную скорость точки вертикальную нло- 
скость и возьмем в ней ось Х горизонтально, а ось &, как и 
прежде, вертикально вверх; ось У возьмем перпендикулярно к ним, 
т. е. горизонтально. Сила тяжести направлена по оси 1 вниз, и 
закон Ньютона напишется в следующем виде: 


тх = 0, ту =0, т2 —= —то. 


Интегрируя эти уравнения по времени в пределах от #=0 
до Ёи принимая во внимание, что составляющая начальной скоро- 
сти по оси У равна нулю, имеем: 


х =) с0$ а, у ==0, 2—9, $п а — 81. 


Скорость по оси У все время остается равной нулю, точка не 
выходит из начальной плоскости ДХ, а потому мы можем ограни- 
читься рассмотрением движения в этой плоскости. Интегрируя урав- 
нения второй раз и обозначая начальные координаты точки через 
Хо И 2, получаем: 

[—=Х— Ху =, с0$ 4, 


И 2 д == зта 1 — ИВ. 


Последнее уравнение вполне аналогично уравнению движения 
вертикально брошенной точки, только вместо начальной скорости о 
здесь входит ее вертикальная составляющая 9, п а. Следовательно 
движение проекции точки на ось будет происходить по тем же 
законам, как и движение вертикально брошенной точки; поэтому мы 
можем применить все ранее нами выведенные формулы и к рассмал- 
риваемому теперь случаю, но с заменою в них ®, через 9, $та. 

Таким образом для наибольшей высоты подъема точки имеем 

р — (9 т а)? 

1 20 } 
а время этого подъема, а также и время спуска точки на перво- 
пачальную высоту определится из формулы 


| _—_ озш а 
р 
$ 
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Для определения траектории точки необходимо исключить время 
из двух уравнений проекций ее движений на оси Х и 7. Мы 
получаем: 


еда. в. 


Это уравнение представляет параболу с вертикальною осью. 
Зависимость высоты полета Йй от расстояния / здесь совершенно 
та же, какую мы получили раньше (54, З1, рис. 11) для высоты Й 
и времени Ё при вертикальном движении; благодаря постоянной 
горизонтальной скорости точки 9, с0$ @, время, так сказать, развер- 
тывается перед нами по оси Х. 


№ 


и. 
29 


Рис. 13. Стрельба в цель. 


34. Стрельба в цель. Пусть нам дана начальная кинетическая 
энергия, или, что все равно, начальная скорость 9, точки (пули, 
снаряда), и требуется определить, под каким углом а к горизонту 
должна быть направлена эта начальная скорость для того, чтобы 
ее траектория прошла через точку (чтобы снаряд попал в цель), 
находящуюся на расстоянии [ и на высоте й относительно исход- 
ной точки (рис. 13). 

Для этого перепишем уравнение траектории так, чтобы удобнее 
было определить & 


(Ир а) — 292 (51 а) —- [2 ей -- 2], 
о!куда получаем: 


а —=—_—_——_——_о, 
5 т 
Мы получаем, вообще говоря, два решения; следовательно при 
данной скорости можно попасть в цель двумя способами: при ббль- 
шем и при менышем угле а, т. е. крутой и пологой стрельбой 
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—_ ———— дд 


(ср. рис. 13, точка Р). Что же касается кинетической энергии точки 
в конце полета, то она от угла не зависит. Действительно, скорость 
точки и ее кинетическую энергию можно считать составленной из 
двух составляющих, горизонтальной 9, и вертикальной 9,, 


2 и 
9. —- 9. ==", 
а следовательно и 


ой и 1? 
5-ти о ТО, = 5: ТО". 


Но горизонтальная составляющая во все время движения равна 


] 
5 (9% с0$ а), 


а вертикальная составляющая на высоте й равна 


а 


:2. т (9, $т 1)? — тай. 


Сумма этих энергий, т. е. кинетическая энергия точки у самой цели 
равна 


1 2 
5 ТУ —тй 


и от угла & не зависит. 

Если цель находится на таком расстоянии и на такой высоте, 
что подкоренная величина в выражении для а делается отрица- 
тельной, тогда угол а делается мнимым; это означает, что рассма- 
триваемая точка недостижима для снаряда при данной его началь- 
ной скорости. Все точки пространства, координаты которых обра- 
цают подкоренную величину в нуль, находятся на границе, куда 
еще может долетать снаряд данной начальной энергии. Эта граница 
определяется, следовательно, уравнением 


= 2922 й -|- 812, 


которое представляет собою параболу с вертикальной осью, прохо- 
дящей через начальную точку (рис. 13). При вертикальной стрельбе 
достигается наибольшая высота полета, а именно (как мы знаем из 
прежнего) 
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Если положить в уравнении траектории 2==2,, й—0, то по- 
лучим для пересечения параболы с горизонтом два значения / 
2% о 
[== 0, [—=——Щ 2 а-с0$? д — —- $1 24. 
8 8 
Максимум величины [, т. е. наибольший перелет снаряда при 
данной его начальной скорости, получается для угла 


а == 45°, =—= — 
©. 


Это изображено у нас в левой части рис. 13. 

35. Трение. Трение представляет собою силу, всегда направлен- 
ную против движения. Поэтому на трение всегда расходуется энер- 
гия, и при движении с трением закон сохранения механической 
энергии уже более не имеет места: механическая энергия частью 
превращается в`тепловую энергию. к 

Мы будем различать три рода трения 
(рис. 14). 

1) Трение скольжения и трение ка- 
чения. Оба эти явления наблюдаются при 
движении соприкасающихся твердых тел 
друг относительно друга. 

Величина силы трения в обоих случаях 
пропорциональна той силе, с которой оба 
соприкасающиеся твердые тела прижимают- 
ся друг к другу. Для силы трения при 
<кольжении с достаточной точностью можно положить 


Е — —У/М\,, 


(7) 


[1% 


и 
Рис. 14. Силы трения. 


где № направлено перпендикулярно к плоскости соприкасания 
поверхностей двух тел, а сила ГР касательна к этой поверхности и 
противоположна движению тела; у, означает единичный вектор ско- 
рости. Что касается коэфициента } то он зависит от свойств 
<оприкасающихся лел и может иметь значения от 0,5 до 0,2, а при 
смазке он может уменьшиться до 0,05. 

Сила трения при качении тоже зависит от материала соприка- 
сающихся тел, но кроме того она обратно пропорциональна кри- 


визне этих тел 
1 
о М-Н |\, 
Е-= / (5 р] м 


_ = р ОО АО ——-—— — ——— Ум 
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где А, и А, означают радиусы кривизны того и другого тела у 
точки касания. При качении по плоскости один из этих радиусов 
равен бесконечности. Коэфициент / большею частью бывает 
около 0,05. 

2) Трение вязкости наблюдается при движении твердых тел в 
жидкости или в газах (в воздухе), и кроме того при движении 
отдельных частей жидких и газообразных тел друг относительно 
друга. Вязкое трение можно считать пропорциональным относитель- 
ной скорости движения 

Е — —- ху. 


Этот закон достаточно точен для сравнительно малых скоростей. 

3) Наконец при больших скоростях движения тел в жидкостях 
или газах возникает так называемое гидравлическое трение, про- 
порциональное второй степени скорости 


Е — — оу. 


Эта сила проявляётся вследствие образования вихрей и волн во` 
время движения какого-нибудь тела в жидкости или в газе, причем 
сам коэфициент г оказывается не постоянным, а находится в до- 
вольно сложной зависимости от формы тела и от скорости его 
движения. 

При применении этих законов в дальнейшем нам очень часто 
будут встречаться отношения коэфициентов трения / иг к массе 
движущейся точки. Предвидя это, мы вместо Г и г будем писать 
произведение тА; однако это не должно означать, что трение про- 
порционально массе т движущейся точки, а означает только, что 
мы нашли удобным для упрощения формул ввесли новый коэфи- 
ниент А, в т раз меныший, чем коэфициенты трения. 

36. Горизонтальное движение с трением. При горизон- 
тальном движении сила тяжести проявляет себя только в том, что 
она прижимает движущееся тело к его пути и служит таким обра- 
зом причиною силы трения. 

Уравнение Ньютона для движения по горизонтальной оси Х с 
трением скольжения напишегся лак: 


тх==  тко, 


где 71 = М представляет силу, нормальную к пути. 
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При двукратном интегрировании получаем: 
9-9 —==- А8-Ь 


1 5 
[—х Хо = 90 — 5 АВЕ. 


Эти уравнения показывают, что точка, брошенная с начальною 
скоростью 9, равномерно замедляет свое движение и наконец 
останавливается [рис. 15, линия (1)] при 


2 


= = 


— №5’ 2 до" 


и 


0 р 


Рис. 15. График скоростей при трснии. 


В случае вязкого трения, пропорционального скорости движе- 
ния, мы имеем: 


тх =- тАХх, Ч —=- Ку: 4. 


Интегрируя между пределами 1—0 и Ё получаем выражение 
для скорости [рис. 15, линия (2)|: 


Чо | о 
|= —- са 5, = 64, = *". 


64 Ш. БАЛЛИСТИКА 


Интегрируя второй раз между теми же пределами, получаем выра- 
жение для координаты точки, как функции времени: 


! 
1:=хХ--№ == (а = (1 —е *^). 
0 


В этом случае скорость равна нулю только через бесконечное 
время #== сою. Это означает, что точка асимптотически прибли- 


жается к точке 


В случае гидравлического трения, пропорционального второй 
степени скорости, получаем 


тх=—- т (х), 


и его интегрирование дает: 


© — Чо ] -- ЕоЁ` 


Эга зависимость скорости от времени изображена на рнс. 15, кри- 
вая (3). При вторичном интегрировании получаем 


{ 


ое — 9% | 1 
1— х а ро 9 = г 17(1--^9,0), 


() 


и для зависимости скорости ог пути получаем формулу 


—— — 
7 -— бое . 


Итак, в случае гидравлического трения, точка остановится только 
через бесконечное время и на бесконечном расстоянии ог начала. 

В действительности однако, в особенности при больших значе- 
ниях коэфициента трения мА, движение тела довольно быстро на- 
столько замедляется, чго тело можно считать уже находящимся в 
покое. 

37. Работа силы трения. В случае скольжения сила трения 
остается во все время движения погтоянной, а потому для вычис- 


_— ПЕ — — 
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ления ее работы нам достаточно умножить ее величину на прой- 


денный ПУТЬ 
О = те. 


Мы можем воспользоваться этим выражением для определения 
всего пути, пройденного точкой до ее остановки. Так как началь- 


2 
вается в конце концов на трение, то мы можем написать 


] 
ная энергия точки равна 5: 102 и так как вся эта энергия затрачи- 
& 


откуда и определяется пройденный путь 


19 
[—= — ‚—_— 
2 Кр 
9 
в согласии с выводом предыдущего параграфа. 
При вычислении работы сил трения в других случаях прихо- 
дится интегрировать работу вдоль пути $, или, что все равно, инте- 


грировать эффект по времени #: 
$ [ 
|=. 45 —\ Ро - 4. 
и [9 


Мы ограничимся здесь вычислением работы вязкого тренья 
когда сила трения пропорциональна первой степени скорости ‘ ! 


БР —= —ту. 


Умножая это уравнение слева на 45, а справа на равную ему 
величину т. 41, получаем: 


Е. 4; = —тЕ?.4Ё= —аБ.® 


Мы приравняли эту величину — АЕ, желая этим показать, что 
работа ‚трения производится за счет уменьшения энергии Е точки. 
Подставляя сюда скорость как функцию времени, по предыду- 
щему параграфу, и интегрируя в пределах от Е—=0 до ЁЬ получаем 


работу трения: 
{ 


= ще *, Е = ти | е_2*!. == 


0 


| 


5 ту? (1 —е`2^'). 


5. Теоретическая физика Ч. И. 
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Если положить здесь #— ое, то получим рабогу, истраченную 
на трение за все время движения, т. е. на всем пути Д: 


Эта работа равна начальной кинетической энергии точки, как 
эго и следовало ожидать. 

38. Вертикальное движение с трением скольжения. При 
движении тел в воздухе имеет место только вязкое и гидравличе- 
ское трение. Тем не менее мы находим уместным рассмотреть здесь, 
в связи с другими аналогичными задачами, также и трение сколь- 
жения. При этом мы можем представить себе, что тело скользит 
по вертикальной стене или даже по наклонной плоскости; в послед- 
нем случае у нас вместо ускорения тяжести вошла бы составляющая 
этого ускорения вдоль наибольшего уклона плоскости. О наклонной 
плоскости мы будем говорить в главе об ограниченных движениях. 
и тогда полученные нами здесь решения нам пригодятся. 

Итак напишем уравнения Ньютона для ланного случае в виде 


тг = —те- тЕМ, 


где “-- составляющая силы тяжести вдоль оси Й, проведенной вверх 
по наибольшему уклону наклонной плоскости; величина тА пред- 
ставляет собою коэфициент трения скольжения, а М — сила, нормаль- 
ная к плоскости движения точки. Мы написали при силе трения 
два знака, потому что сила трения всегда противоположна движе- 


нию и, следовательно, при движении вверх = > 0, сила трения на- 
правлена вниз, и ей нужно приписать знак минус, причем трение 
будет одного направления с силою тяжести; наоборот, при движе- 


нии вниз 2< 0 сила трения направлена вверх, и ей нужно припи- 
сать знак плюс; в этом случае сита трения и сила тяжести будут 
противоположных направлений. 

Необходимо однако иметь в виду, чго написанное выше урав- 
нение применимо только к движущейся точке; если точка нахо- 
дится в покое, то выбор того или иного знака при силе трения 
делается неопределенным. Кроме того не нужно думать, что сила 
трения при перемене направления движения сразу меняет свой знак, 
переходя во время покоя через нуль. На самом деле перемена на- 
правления силы трения происходит постепенно. Представим себе. 
что рассматриваемое нами тело (материальная гочка) лежит в покое 
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————— дд 


_—_——_д__- 


на горизонтальной плоскости и, следовательно, составляющая силы 
гяжести вдоль плоскости равна нулю; тогда и сила трения тоже 
равна нулю. Будем постепенно наклонять плоскость. Составляющая 
силы тяжести будет постепенно расти и будет стремиться сдвинуть 
тело по плоскости; но одновременно с этим будет расти и сила 
трения, ностоянно оставаясь равной действующей вдоль плоскости 
силе. Наклоняя плоскость все более и более, мы можем увеличи- 
вагь действующую силу и дальше, но уравновешивающая ее сила 
трения имеет свой предел тАМ№, выше которого она расти не может. 
Поэтому, когда наконец т сделается больше тАМ№, начнется дви- 
жение точки вниз с ускорением (те — тАМ). Если точка сначала 
двигалась вверх, то сила трения была направлена вниз; но при 
остановке точки в наивысшем пункте сила трения быстро меняет 
свое направление, приспосабливаясь к действующей силе, и движе- 
ние вниз может наступить только в том случае, если действующая 
сила превысит максимальное возможное значение силы трения, т. е. 
при условии, что тя > тЕМ. — В написанном выше уравнении мы 
обошли все эти сложные явления тем, что приписали силе трения 
два знака. 

При решении этого уравнения мы можем воспользоваться тем 
обстоятельством, что наше уравнение отличается от уравнения вер- 
тикального движения без трения (53, 31) только тем, что теперь у 
нас вместо постоянной = стоит другая постоянная величина, а 
именно (2-- М), и это дает нам возможность применить наши 
прежние результаты и к этому случаю. Следовательно для скорости 9 
и для координаты г точки мы можем написать: 


9 и — (8 -ЗЕМ)Е й — 2 — 20 == 90й — (Е АЛ) В; 


здесь 5, 2, А ==0 и 1—0 суть начальные данные. 

При бросании вверх с начальною скоростью :% точка остано- 
вится, когда 
2 
о 
22 -- АМ) 


(4 


ОВ: М 


й. - 


В моменг времени Ё и с высоты Й, точка начнет падать вниз 
с начальною скоростью у==0; момент &, высоту й и ч==0 мы 
должны, следовательно, считать за начальные данные для дальней- 
шего движения, которое кроме того будет происходить уже с другим 
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ускорением (2—- №), потому что сила трения переменила свое 
направление. Во время падения будут иметь место уравнения: 


9=——(8— АМ) — В), 
ШИ — — 5 (8 —АМ)(— 8%, 


58—2(2 — АМ) (й, — 1). 


Отсюда мы можем определить время падения точки с высоты й. 

до нулевого уровня #й —=0 и конечную скорость точки 3: 

И: 5 РА, 

У бы; 9 = И 2(#— ЕМй.. 
Сравнивая эти формулы с предыдущими, мы видим, что время &,, 
унотребленное точкою на падение с высоты #,, больше, чем время #1, 
употребленное ею на достижение этой высоты при взлете. Точно 
так же и конечная скорость точки 9, не равна ее начальной ско- 
рости, как это было при движении без трения. Если мы напишем 

уравнения для начальной и конечной скорости в такой форме: 


2 -2 
и —2й, (&-- АМ); м =2й.(# — АМ), 

-_. т 
умножим их на -- и вычтем одно из другого, то получим потерю 
кинетической энергии точки за все время ее движения, начиная с 
момента бросания со скоростью 9, и кончая возвращением ее в точку 
отправления со скоростью 5: 

1 то --1 т = 98 „тим 

2 0 2 1 1 

Но это уравнение мы могли бы написать и на основании закона 
сохранения энергии. Действительно, сила трения все время постоянна 
и равна тжАЛМ, а путь, пройденный точкою, равен 2#,; потеря кине- 
тической энергии точки должна быть равна работе, потраченной на 
трение. Это именно у нас и написано. 

39. Вертикальное движение с вязким трением. При мел- 
ленном падении тела в воздухе (например при оседании капелек 
тумана или пылинок) силу трения можно принять пропорциональ- 
ной первой степени скорости падения и уравнение Ныотона напи- 
сать в такой форме: 


тг —=— те  тку. 
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Здесь во втором члене справа уже не нужно писать два знака, 
как при трении скольжения, потому что при перемене направления 
скорости 9 и величина К.» меняет свой знак. 

На основании этого уравнения и без того, чтобы его интегри- 
ровать, мы можем слелать следующее заключение: если тело падает 
вниз, т.е. < 0, то ускорение его 2 будег постепенно умень- 
шаться и в коние концов сделается равным нулю, т. е. движение 
сделается равномерным, когда скорость достигнег величины 


‘Наступит ли такой момент в действительности или нет, это мы 
обсудим ниже, но во всяком случае мы можем эти величины ввести 
в нашу формулу и написать: 


— А. 4. 


9=—=А(9. — 9), и 


{! 


Интегрируя это уравнение и полагая 9 ==, при Е == 0, получаем: 


о 2} —— — 4 

ии — ^^,  — [р — (2 — 95е . 
Интегрируя еще раз в тех же пределах, имеем для высоты точки 

над нулевым уровнем 


9: — 950 


(1—6 *). 


Соотношение между высотою А и скоростью точки о мы можем 
получить двумя способами: или исключая время Ё из полученных 
уравнений, или умножая уравнение Ньютона на х 4Ё=—=42 и инте- 
грируя его в прелелах от %,, 2, ло 9 и 2; оба способа дают, ко- 
нечно, одно и то же: 


__ 0—9 ГИ о —9 
К К 9: — 65° 


Наибольшей высоты точка достигает, когла о==0, т. е. когда 


—_ дд —— 


—_—— щи 
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————— дд ——_—А—[- 


Теперь примем наивысшее положение точки за начальное 2, = # 
и скорость ее в начале падения 9—0; тогда, для нисходящего 


движения точки получаем: 


=. (1 —е*.). 


Из этого уравнения мы видим, что введенная нами величина 7; 
представляет собою предельную скорость точки при ее падении; 
к этой предельной величине скорость приближается асижптоти- 
чески и достигает ее, строго говоря, только через бесконечное 
время. Однако в действительности, особенно при малой массе дви- 


‚ 
жущегося тела (капелька, пылинка), величина =. ДОВОЛЬНО ве- 


лика и почти-равномерное движение наступает довольно быстро. 
Зависимость высоты точки от времени и соотношение между 
скоростью и высотою, при падении вниз, получаются следующие: 


— ла —_1\ 
ыы (12) 


Если положить в этих уравнениях 2 = 0, то можно определить 
момент времени и скорость точки, когда она снова достигнет 
исходной точки, т е. упадет на нулевой уровень: 


метели | 
ие —_ 9 
= (1 ‚.). 
э 


Однако оба эти уравнения трансцендентные. На практике опре- 
деление неизвестного из подобных уравнений делается обыкновенно 
графическим путем; для того, чтобы показать, в чем заключается 
этот метод, перепишем второе уравнение в следующем виде 


1 — — =е 
о 


х 
и разделим его на две части, положив -- =х: 
О: 


| —Х-=У,, Ке` “= у.. 


Если теперь величину х принять за абсциссу, а величину у’за 
ординату декартовых координат на плоскости чертежа, то первое 


71 


дд. — —- — = 
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уравнение изобразится в виде прямой линии, начинающейся при 
х =0 с высоты у, =| и пересекающей ось Х в точке х=1. 
Второе же уравнение представится на том же чертеже в виде кри- 
вой линии, начинающейся с у, =К и асимптотически приближаю- 
щейся к оси абсцисс (ср. рис. 15). Так как величина А меньше 
единицы, то нарисованные нами прямая и кривая пересекаются друг 
с другом только в одной точке, для которой у, =у,. Значение х, 
1. е. абсцисса этой точки, и будет давать решение рассматриваемого 
трансцендентного уравнения. Таким же образом можно решить и 
первое уравнение, т. е. определить время прибытия падающей точки 
на исходный нулевой уровень. 

В заключение полезно будет проверить полученные нами урав- 
нения, положив в них А —=0; тогда онн должны превратиться в 
уравнения движения без трения. Однако, если положить в наших 
уравнениях Е —=0, то получаются неопределенные выражения; чтобы 
обойти это, можно сперва разложить функции в ряды 


(ре) = Е.Р --..., 


вии 


а загем голько положить А =0. Тогда получаем: 
1 
й |- 91 Ё == и ё-|- 5 ое-. ..° Йй = 2 8Ё; 
И, 9 
й Е — Г 2 № | и, й Эр? 


‚. е. знакомые нам выражения для падения точки без трения. 

40. Вертикальное движение при гидравлическом трении. 
Если трение пропорционально второй степени скорости, как это 
большею частью имеет место при движении снарядов в воздухе и 
при больших скоросгях, то опять, как и в случае трения сколь- 
жения, приходится писать разные уравнения для движения вверх 
и для движения вниз, или, соединяя оба уравнения в одно, писать 
при силе трения два знака (ср. 66, 38) 


то = —те-Е т^о?, 


иначе сила трения (второй член справа) не меняла бы своего знака 
при перемене направления движения. 
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Как и в предыдущем случае, удобно и здесь ввести величину 
той предельной скорости, при которой ускорение асимптотически 
приближается к нулю; это может случиться только при движении 


вниз. Положив 9 —=0 и взяв нижний знак в уравнении, получаем: 


Щл д / 8 
&==А, 71 == У = 


и уравнение принимает вид: 
и 2 
== — (91-Е 9°). 


Мы ограничимся только выводом зависимости скорости движе- 
ния © от положения точки 2. Для этой цели умножаем обе части 
уравнения (как это мы советовали сделать и в предыдущем слу- 
чае) на 9.4Ё==4г и интегрируем его слева от т, до 9 и справа 
от 2, ДО 2: 


ув) 7:4 
у.о 
| 5 —| 2-4 
ОТ — 9? 
о 20 


= 
—- ]5 > э]| = —2А(=2 — 20). 
1 


Наивысшая точка полета определяется, положив о%=—=0 (при 


верхних знаках), 
] 0 \?2 
зв® [1+ (| 


Для падения вниз с этой высоты #й., которую мы примем те- 
перь за начальную высоту 25 =й, при начальной скорости т, == 0, 
получаем: 


2%(2— 1.) = |1 — =). 


1 


Из этого уравнения мы можем определить конечную скорость 
точки при возвращении ее на нулевой уровень 2 == 0: 


__ и: 


Мы видим, что < 9, благодаря потере энергии на трение. 
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41. Бросание под углом при трении. Напишем уравнение 
Ньютона в векторной форме 


ту = —т9, — Р\.. 


Проведем через начальную скорость точки -% вертикальную. 
плоскость (ср. 58, 33) и, взяв в ней ось МХ горизонтально, а ось 
2 вертикально вверх, проектируем это уравнение на оси коорди- 
нат. В случае трения скольжения или катания, которые пропорцио- 
нальны силе №, нормальной к плоскости движения 2Х, мы полу- 
чаем (62, 36 и 67, 38): 


Хх —= — Ар, 2— —е5- ЕМ. 


В случае вязкого трения тЁ., коего проекции на оси коорди- 
нат будут соответственно тАх и тЁ2, мы имеем (63, 36 и 68, 39): 


хХ=—— Ах, 2— — ©— #2. 


В обоих случаях в уравнениях для оси х входят только уско- 
рения и скорости вдоль оси х, а в уравнениях для оси 2 входят 
только ускорения и скорости вдоль этой оси. Благодаря этому 
уравнение для одной из осей оказывается совершенно независимым 
от уравнения для другой оси, и для их решения мы можем вос- 
пользоваться теми результатами, которые мы уже получили при 
отдельном рассмотрении горизонтального и вертикального движе- 
ния точки. Так, например, для вязкого трения мы можем написать 
решение в виде: 


х— жи (1 —е-#), 2 ана 08] фе-—*) 


Исключив из этих уравнений время $, получаем уравнение тра- 
ектории движения, которая будет несколько отличаться от пара- 
болы (ср. рис. 16). Вообще эти уравнения дозволяют нам решать 
все вопросы, касающиеся движения точки при вязком трении. 

Совершенно в другом положении мы находимся относительно 
задач, в которых играет роль гидравлическое трение, пропорцио- 
нальное второй степени скорости. Проекции на оси координат силы 
трения будут теперь: 

Е, == те? с05 а = тЁ.эх, 
Е} = т? соз В == тА- у, 


ое — (0) 


74 Ш. БАЛЛИСТИКА 


Соответственно с этим уравнения движения будут: 


х—- - Вх, 
2— —е-= В2. 


Эти уравнения уже не могут быть решаемы независимо друг от 
друга; они отличаются от раньше рассмотренных уравнений для 
горизонтального и вертикального движения (62, 36, 71, 40) тем, 
что в них входит не только проекция скорости вдоль соответствую- 
щей оси координат, но и величина © скорости вдоль траектории 
А А, движения. Но гидравличе- 
т ское трение играет при 
движении артиллерийских 
снарядов в воздухе первен- 
ствующую роль; поэтому раз- 
личными учеными были вы- 
работаны специальные мето- 
ды для решения этих уравне- 
ний, хотя бы приближенно 
Не нужно однако забывать, 
что даже и вполне точное 
решение этих уравнений при 
постоянном Е еще недоста- 
точно для целей военной 
баллистики, потому что в 
действительности коэфициент 
К не представляет собою ве- 
личины постоянной, а сам 
зависит от скорости движения и пригом в довольно сложной фор- 
ме; кроме того А зависит от плотности воздуха, от формы снаряла 
и от расположения снаряда относительно скорости движения и т. д 
Интересующихся этим вопросом мы отсылаем к специальным кур- 
сам баллистики, а здесь мы ограничимся описанием общего вида 
так называемых „баллистических траекторий“. 

На рис. 16 пунктиром нарисована параболическая траектория 
гочки, которая получилась бы при движении без трения (в пу- 
стоте), а сплошной линией показана траектория при движении 


< трением. Сравнивая обе кривые, мы вилим слелующие характер- 
ные признаки. 
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Рис. 16. Изменение траектории и ско- 
рости вследствие трения. 
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1) При той же начальной скорости и при том же начальном 
угле с горизонтом баллистическая кривая располагается везде ниже 
параболы. Высота полета и дальность полета под влиянием трения 
‘уменьшаются, как этого и следовало ожидать. 

2) Скорость движения изменяется не по прямой, а по кривой 
линии (555), причем наименьшая величина скорости 7, получается 
не в наивысшей точке траектории В, а несколько позже, в точке С. 
Это происходит оттого, что трение продолжает уменьшать го- 
ризонтальную составляющую скорости даже и после того, как вер- 
гикальная составляющая ее уже вся истрачена на поднятие в высоту 
и на трение в пути. Начиная с точки С, скорость точки увеличи- 
вается вследствие ускорения силы тяжести. 

3) Наибольшая кривизна траектории находится не в высшей 
гочке, как при движении без трения, а в некоторой точке, нахо- 
дящейся между В и С. 

4) При вязком трении траектория имеет вертикальную асимп- 
тоту А (рис. 16) на конечном расстоянии: брошенная точка посте- 
пенно приближается к вертикальному падению. Положение асимп- 
тоты мы предлагаем читателю определить самому, на основании 
вышеприведенных уравнений. При гидравлическом трении верти- 
кальная асимптота траектории проходит в бесконечности 


ГЛАВА ГУ. 
| НЕБЕСНАЯ МЕХАНИКА. 


42. Законы Кеплера. На основании многочисленных астроно- 
мических наблюдений и измерений, определяющих положение пла- 
нет в различное время, Кеплеру (1609) удалось установить три 
закона движения планет вокруг Солнца, а именно: 

„ 1) Планеты движутся по эллипсам, в одном из фокусов кото- 
рых находится Солние. | 

‚.2) Радиус-вектор, проведенный из Солнца к какой-либо пла- 
нете, описывает в равные промежутки времени одинаковые площали. 
..3) Квадраты времен обращений различных планет пропорцио- 
нальны кубам больших полуосей их эллипсов. 

Мы покажем сперва, как из этих законов можно вывести закон 
Ньютона о том, что планеты движутся с ускорением, направлен- 
ным к Солнцу, величина которого обратно пропорциональна квад- 
рату их расстояния от Солнца. А в следующем затем параграфе мы 
решим обратную задачу и из четвертого закона Ньютона выве- 
дем законы Кеплера. 

Прежде всего нам необходимо формулировать законы Кеп- 
лера математически. 

На основании первого закона мы можем для орбит планет, т. е. 
для траекторий их движения, написать уравнение эллипса в поляр- 
ных координатах 


Здесь г означает радиус-вектор, проведенный из фокуса (из 
Солнца) к той точке эллипса, гле в данный момент находится пла- 
нета, а $ есть угол, образуемый этим радиусом-вектором с боль- 
шою полуосью эллипса, проведенною через перигелий Р (рис. 17). 
Перигелием называется точка орбиты, ближайшая к Солицу, а 
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афелием (А), или апогелием, называется точка орбиты, находящаяся 
в наибольшем расстоянии от Солнца. Очевидно, перигелий и афе- 
лий лежат на концах большой оси эллипса. 

Величина р называется параметром эллипса. Параметр равен 
длине радиуса-вектора р=—=г при угле о —=90°. Наконец е есть 
эксцентрицитет эллипса, 
или отношение его фокус- 
ного расстояния / к боль- 
июй полуоси а: 


е— /... 
[4 


Положение фокусов 
получается графически 
очень просто: для этого 
из вершины В малой по- 
луоси ф описывают круг Рис. 17. Эллинс. 
радиусом, равным боль- .. 
шой полуоси а; две точки пересечения этого круга с болыной 


осью и представляют собою фокусы эллипса (рис. 17). Из этого 
построения непосредственно вытекают следующие соотношения: 


—___ ь 1 —> 
== ае = Иа? — ?, 2—1 — (ч.) , р —а и! ---— 62. 
Соотношения между параметром р и полуосями эллипса мы. по- 
лучим, если в уравнении эллипса 


ЕР! 


подставим х==/ == ае; тогда ордината у будет равна параметру р. 
Это дает нам следующие соотношения: 


р=а(!1 -е?) = ИГ а=-. 


Из этого мы видим, что форма и величина эллипса вполне 
определены, если даны две его полуоси или если дан параметр и 
эксцентрицитет. 

43. Вывод закона Ньютона из законов Кеплера. Про- 
диференцировав полярное уравнение эллипса по времени, прини- 
мая Ги $ как функции времени, потому что они-то и изменяются 


_———=——о—Ж————_жы———_д_——_—ц—Ц— ыы 
== ——— Ы}$— 


78 1У. НЕБЕСНАЯ МЕХАНИКА 


при движении планеты, мы получаем соотношение между радниаль- 
ною и угловою скоростью движения точки: 


о . 


е. $11 о 
== — г-ф 


р 
Второй закон Кеплера указывает на постоянство секториаль- 
ной скорости $ (20, 10) планеты. Мы обозначим удвоенную секто- 
риальную скорость через с и напишем второй закон в следующей 
форме: 
25 == 72ф =- С. 
Это уравнение позволяет нам исключить из предыдущего урав- 


нения угловую скорость $, выразив ее через секториальную ско- 
рость, или через с: 


е.5Ш ‹ 
с 
р 


г — 


Продиференцировав это выражение еще раз по времени и под- 
сгавляя значение ес0$ф, определенного из полярного уравнения 
эллипса, получаем радиальное ускорение, т.е. составляющую уско- 
рения планеты по радиусу-вектору: 

; — 2503$ = | , | 
р м [г 

С другой стороны, мы знаем, что если секториальная скорость 
точки вокруг начала координат остается во все время движения 
постоянной, то это означает (46, 26), что момент действующих на 
точку сил равен нулю, т. е. что направление этих сил проходит 
все время через начало координат, в нашем случае - через Солнце 

Это мы можем выразить следующим векторным уравнением: 


ъ.о ЕК 

г —-- АГ,, А = =>, 
где 4 означает отношение силы, действующей на планету, к массе 
этой планеты, или, по второму закону Ньютона, А представляе! 


собою ускорение, сообщаемое Солнцем массе, равной единице. 


Если МЫ умножим это уравнение скаларно па г, то получим 
ъ. Г] 77 ] ы 
Г.Г) — — [-- 1/2] == - А.и. 
ХТ. (5 и 


При этом левая часть этого уравнения представляет собою уве- 
личение кинетической энергии точки в единицу времени (ср. 44 25). 


—- -- ——_ —- ид - — 


— = ——— 
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_. -- - -—— - — = — ыыы —— а ддддди—дА—АдАдид—_—о_ ——_—_— - 


Так как у нас уравнение эллипса выражено в полярных координа- 
тах, то мы и кинетическую энергию выразим тоже в полярных 
координатах. Для этого мы разложим скорость ‘› на две составляю- 


шие: одну г вдоль радиуса-вектора и другую гф перпендикулярно 
к этому радиусу (ср. 19, 9): 


о -=(-- ($] 


Если мы возьмем теперь производную от кинетической энергии 


точки по времени и приравняем ее —Ахг, то, по сокращении на Аг, 
получаем: 


г=----А 


Сравнение эгой формулы для радиального ускорения с тою, ко- 
торую мы получили раныше, показывает пам, что 


с? ] 


= 
т. е. что ускорение планеты к Солнцу действительно обратно про- 
порционально квадрату расстояния г. 

Теперь формулируем третий закон Кеплера. Обозначив че- 
рез Г период обращения планеты и через а величину большой 
полуоси ее эллиптической орбиты, имеем: 


а3 
тт = К. 


С 
Если -„ есгь секториальная скорость планеты, го, очевидно, 


] 
произведение > СТ представляет собою площадь, описанную радиу- 
сом-вектором за полный оборот планеты вокруг Солнца, т. е. пло- 
щадь эллипса паб: 


сГ=2п-аф. 


Подставляя отсюда Т в выражение третьего закона Кеплера 
и принимая во внимание, что 6?:а == р, получаем: 


— == 4п2К. 


2 
Таким образом мы видим, что коэфициент > в выражении ра- 


лиального ускорения А для всех планег один и тот же, несмотря 
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на то, что планеты могут иметь весьма различные секториальные 
скорости с и различные параметры оцбит р. Но этот коэфициент 
может зависеть от свойств центрального тела, в нашем случае — 
Солнца Это приводит нас непосредственно к четвертому закону 
Ньютона. 

44. Вывод законов Кеплера из закона Ньютона. Мы 
напишем четвертый закон Ньютона закон всемирного тяготения, 
следующим образом (41, 21): 

К-т, 
где М — масса Солнца; т — масса планеты и г— радиус-вектор, 
проведенный от Солнца к планете. 

Сравнение этой формулы с выводом предыдущего параграфа 
показывает нам, что кеплеровская постоянная К’ связана с ньюто-. 
новской постоянной А и с массой Солнца М простым соотношением 


412 К — ЕМ. 


Теперь возьмем формулу Ньютона за исходный пункт наших 
вычислений. При этом мы увидим, что закон Ньютона несравненно 
общее законов Кеплера и что следствия, из него вытекающие, 
применимы не только к движению планет вокруг Солнца, но и 
к движению комет, к движению спутников вокруг планет, к явле- 
нию приливов и отливов и т. д. Вообще закон Ньютона пред- 
ставляет собою основной закон всей небесной механики, и много- 
численные наблюдения над движениями небесных тел подтверждают 
‘его с громадною точностью. Кроме того явление всемирного тяго- 
тения, т. е. притяжения масс друг к другу, было подтверждено и 
на лабораторном опыте. 

Мы уже доказали раньше (49, 28), что поле сил тяготения 
имеет потенциал и что при умножении уравнения Ньютона ска- 


ларно на скорость г мы получаем интеграл энергии (37, 25): 


Е 7-3? - АМ т — Е = соп$ 
о г 


га 
Первый член представляет собою кинетическую энергию ила- 
негы, рассматриваемой нами как материальная точка, а второй член 
равен потенциальной энергии массы планеты т в поле сил тяготе- 
ния к Солнцу (47, 27). Сумма этих членов равна полной энергии Е 


„не — = _ _ ———_—_ аа 
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массы т, движущейся в поле сил тяготения. Имея в виду дальней- 
шие вычисления, выразим квадрат скорости 9? в полярных коорди- 
натах (79, 43) 

о? == (78 -- (9 


и напишем уравнение энергии в следующей форме: 


= Е-2“ - - (0$) 


Далее мы знаем, что при центральных силах, когда момент этих 
сил вокруг центра равен нулю, интеграл моментов (47, 26) приво- 
дит нас непосредственно к закону постоянства секториальной ско- 
рости движущейся точки; мы будем обозначать удвоенную секто- 
риальную скорость через с. Уравнение 


79 = С 


есть не что иное как второй закон Кеплера, только выведенный 
нами как следствие из закона Ньютона. Так как при отсутствии 
моментов сил секториальная скорость остается постоянной не только 
по величине, но и по направлению (секториальная скорость есть 
вектор, перпендикулярный к вектору Г и к вектору ч. 20, 10), то 
заключаем, что планефы должны описывать вокруг Солнца плоские 
кривые. Для определения формы этих кривых лучше всего применить 
полярные координаты и искать зависимость между радиусом-вектором г 
и углом ф, который он образует с какой-либо начальной осью ф —= 0. 
Мы обозначим обратную величину радиуса-вектора через и и со- 
«тавим следующие выражения: 

1 1 аг_ аи _ аи .. 

; ТИ ЖИВА 
приняв во внимание второй закон Кеплера и написанное выше 
уравнение энергии, мы можем это последнее представить в нижесле- 


луюшей форме: 
4и\* _ ВАМ и? 
([- 4} = ие ати и* 


Если прибавить и вычесть справа величину я ‚ То можно 


эгому уравнению придать более краткий вид. Действительно, на- 


писав 
ое ам [и 
4$/ тс? (=) с? 


б. Теоретическая физика. Ч. ПИ. 
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которое легко интегрируется: 


’ 


ф- Фо = акс сз [ №), 0 — 4 с0$ ($ Фо), 


и мы получаем для зависимости г от $9: 


1 М 
— == 960$ (Ф- Фу). 


г 
Если мы сравним это уравнение с уравнепием конического се- 
чения в полярных координатах 


г =1 —-ес0$ ($- Фо), 


| 


9 
то получим для параметра р и для эксцентрицитета е выражения: 


__ С 2Ес? о __ 28°. 
Р=ум, ера 1 28 - т(ЁМУ г —- 1 = тм)? 


Угол $, соответствующий значению %==4, означает тот угол, 
который образует большая полуось эллипса (или другого кониче- 
ского сечения) с нулевою осью полярных координат © = 0, прохо- 
дящей через перигелий. 

Мы получили таким образом первый закон Кеплера только 
со значительным обобщением, потому что, сообразно с различными 
значениями е, могут иметь место орбиты не только эллиптической 
формы, но и гиперболической, параболической, круговой и даже, 
как увидим, прямолинейной формы. 

Наконец, если мы в выражение р подставим с? выраженное 
через период обращения Т планегы, то получаем: 


р? с? вм ы — а — К. 
м ры 


т. е. третий закоип Кеплера. 


- ——=— д —д—————о—— д 
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Впрочем, как увидим ниже, наш вывод и третий закон Кен- 
лера требует некоторой поправки, благодаря которой величина К 
оказывается зависящей не только от массы Солнца, но и от массы 
планеты. 

Теперь мы перейдем к рассмотрению некоторых типичных част- 
ных случаев. 

45. Движение по радиусу. Если с-=0, т. е. если секто- 
риальная скорость в начале движения была равна нулю, а следова- 
тельно и остается во все время последующего движения тоже рав- 
ной нулю, то движение точки будет происходить по прямой линии 
вдоль того радиуса-вектора, на котором точка находилась в началь- 
ный момент. Для более подробного рассмотрения этого движения 
удобнее всего обратиться к уравнению энергии 

5 т? —-т Е тт», -- т =, 
из которого мы получаем зависимость скорости точки от ее рас- 
стояния до центра притяжения (ср. 45, 25) 


5=-БУ 2 Е-2 АИ. -у Е. 0). 


Двойной знак при корне указывает нам, что на любом рассгоя- 
нии г абсолютная величина скорости при движении в ту или дру- 
гую сторону одна и та же. Это тот же закон, который мы полу- 
чили при бросании тела вверх в поле земного тяготения (55, 32), 
когда мы ускорение г принимали независимым от высоты; оба ре- 
зультата представляют собою следствие из закона сохранения энер- 
гии. Тем не менее зависимость скорости от положения точки во 
время ее лолега в обоих случаях различная, как это следует из 
сопоставления обеих формул: 


о=-У 2: 2°(2- 2), 


И, оЕМ. 
2-ЕУ шт? 

В обоих случаях, при бросании „вверх“, т е по направлению 
против сил притяжения, скорость точки постепенно уменьшается, 
хотя и по различным законам. На основании первой формулы (т. е 
в тех пределах, при которых можно еще лринимать ускорение силы 
чяжести х постоянпым), на пекоторой высоте й, скорость 9 должна 


—————__ дд ——— 
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обратиться в нуль и переменить свой знак, т. е. тело должно на- 
чать падать и снова возвратиться на исходный уровень 2, между 
тем как на основании второй (более общей и более точной) фор- 
мулы мы видим, что скорость может сделаться равной нулю только 
в том случае, если ее начальная полная энергия Е была отрица- 
тельна; другими словами, если ее начальная потенциальная энергия 
была больше начальной кинетической энергии. Если же мы сооб- 
щим точке в начале движения такую скорость, что 


то она вечно будет двигаться, уходя от центра притяжения все 
лальше и дальше, и никогда не возвратится обратно. 

46. Круговая орбита. Для круговых орбит мы должны поло- 
жить эксцентрицитет равным нулю, а параметр равным радиусу 
орбиты 

е —=0, р —, 4—0. 

Подставляя 

с? = ГЕМ 


в уравнение для эксцентрицитета, получаем: 
1 ЕМ 
т (КМ)? = 27 |5 т? т "| 


М —г.»?. 


Это соотношение мы могли бы получить и непосредственно из 
того соображения, что при круговой орбите, которая везде перпен- 
дикулярна к силе притяжения, эта сила может изменять только на- 
правление движения; если мы поэтому приравняем силу притяже- 


ния центробежной силе 


. тм $? 
Е=А—- =т —, 
| Га 


то и получим вышенаписанное соотношение. 
Для зависимости скорости 9 от радиуса г круговой орбиты по- 


лучаем 
 ЕМ 
77 — -- и ЕМ . 
— г 


Направление эгой скорости, конечно, периендикулярно к ра- 
диусу. 
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Пользуясь этою формулою, составим выражение для кинетиче- 
ской энергии точки и сопоставим его с величиною потенциальной 
энергии и с величиною полной энергии во все время ее движения 


по кругу 
пот М1 


— 
— 


Руа 255 ТУ == т Ш == (-—Еза ), 


1 
В = Виа Е ро — -5` Е ро. 

Следовательно при круговом движении кинетическая энергия по 
абсолютной своей величине равна половине потенциальной энергии, 
а полная энергия равна половине потенциальной. 

47. Общий случай. Так как форма кривой второго порядка 
определяется ее эксцентрицитетом, то рассмотрим выражение 

с \* 2 
М т 

Замечательно, что форма орбиты вполне определяется знаком 
полной энергии Е движущейся точки, так как коэфициент, стоящий 
при ней, существенно положительная величина. Мы можем поэтому 
составить следующую таблицу: 


т [ЕМ\? 1 
Для круга | е—=0: Е=— 5 (7-} = Вы 
Для эллипса е<1: Е<0; планеты. ` 


Для параболы е=1: Е=0; кометы. 
Для гиперболы е >1: Е>0; кометы. 


Напомним читателю, что полная энергия точки, движущейся 
в поле тяготения, состоит из двух частей разных знаков: кинетиче- 
ская энергия ее всегда положительна, тогда как потенциальная энер- 
гия (при положительной массе т и М) всегда отрицательна (нуле- 
вой потенциал принимается в бесконечно удаленных точках поля). 
Поэтому полная энергия точки, от которой зависит эксцентрицитет 
может быть и положительной и отрицательной величиной. Если мы 
обозначим начальную скорость и начальное расстояние точки от 
центра притяжения череё 9, и 7х,, тогда для начального момента 
времени можем написать: 

—(*- 2") = -- В = С», = ==, $ (79%). 

Мы ввели здесь новое обозначение С с целью несколько со- 

кратить дальнейшие формулы и сделать их более наглядными. Для 
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планет, движущихся по эллиптическим орбитам, Е < 0, и, следова- 
тельно, С действительная постоянная величина; для параболических 
комет она равна нулю, а для гиперболических комет величина С 
делается мнимой. Если мы введем эти обозначения в выражения 
для параметра и эксцентрицитета орбиты, которые мы вывели выше, 
то получим: 


По этим двум данным мы можем определить и полуоси орбиты: 


р сё (= М 

Те М \б%/ С’ 
2 

р С М с 

р = —=->. 


—УИТЕЯ вм ‘6% С 


Фокусное расстояние }, расстояние перигелия Р и апогелия А 
планеты от центра притяжения определяется затем по известным 
формулам: 

== ае, Р=а--} А=а-/ 


Таким образом из начальных данных с? и Е довольно простыми 
вычислениями мы можем определить и форму и размеры орбиты 
планеты. 

48. Примеры. Для того чтобы сделать полученные нами резуль- 
таты как можно нагляднее, рассмотрим рис. 18. В точке Р нужно 
себе представить какое-либо центральное притягивающее тело, на- 
пример Солнце, а в точке О второе тело, например Землю; поло- 
жим, что мы сообщаем этому второму телу некоторую скорость 9 


1 
(или кинетическую энергию ->- 119?) по направлению, перпендику- 


лярному к радиусу-вектору РО. Сообразно с величиною сообщае- 
мой скорости у нас могут получиться следующие орбиты: 

1) Если начальная скорость в точке О будет равна нулю, то 
тело начнет падать на центральное тело Г по направлению ОР, 
1. е. по прямой линии. 

2) Если мы сообщим телу О скорость, меньшую той, которая 
необходима для круговой орбиты (84, 46) 


<уУ ы или с2<ГЕМ, 
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то тело начнет двигаться по эллипсу, только точка отправления О 
будет служить не перигелием, а афелием. 

Для того чтобы убедиться в том, что это действительно так, 
-проще всего обратиться к рассмотрению величины <, которую мы 
ввели на стр. 82, 44: 


1 М 
< — — — —. 
, [5 
Подставив сюда е.) 7 бо 
‹ е<1 
с? < ТЕМ, 
мы получаем для % отрица- е=0 
тельное значение и, следова-. 
тельно, (82, 44) 
и —=4с05($ф -$,)< 0. /е<0) 


Но так как величина д 
существенно положительна (82, 
44), то начальному углу ©; нуж- 
но придать значение не $, =0 
(перигелий), а 4, —=180°, что 
соответствует афелию. На рис. 
18 мы этот случай условно 
обозначили (е < 0), потому что 
уравнение эллипса для этого 
случая напишется так: 


Рис. 18. Различные траектории при 


Р —]|-—2с0$ Ф. ньютонианском тяготенин. 


р 


3) Увеличив скорость отправления до величины 


2=) —-› 


мы получаем круговую орбиту е==0, с центром в Р, 
ОБ =. 


4) Дальнейшее увеличение отправной скорости даст нам опять 
эллиптическую орбиту, е< 1, но теперь величина ш будет уже 
положительной, и очка О при фокусе эллипса Г будет пери- 
гелие. 


— дд ШИ  ь —— - 
————————_——дЦ—_—оо——_о_—АА—АА ооо д3——ц3ж—ж ыы ——щж———щ 
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Чем больше мы будем увеличивать начальную скорость пла- 
неты, тем больше будет радиус кривизны орбиты в точке О, и мы 
получим последовательно следующие кривые: эллипс е<_1, пара- 
болу е==1, гиперболу е >> 1. 

5) Наконец, если бы мы могли сообщить планете бесконечно 
большую скорость, то она, несмотря на притяжение центрального 
тела, полетела бы по прямой линии О —-е=00О , как по инерции. 

49. Применение закона тяготения Ньютона к балли- 
стике. Современные артиллерийские снаряды могут достигать такой 
большой высоты (около 10 километров), что при более точных 
расчетах уже нельзя принимать ускорение силы тяжести для всех. 
высот одинаковым, как это мы делали раньше (52, 30), а необхо- 
димо ввести в расчеты уменьшение ускорения с высотою по фор- 

муле Ньютона. При этом од- 

\ нако достаточно принять, что: 

| масса Земли распрелелена .в зем- 

ном шаре концентрическими слоя- 

ми одинаковой плотности. Каждый 

такой слой действует на внешнюю» 

точку так, как будто вся его масса. 

была сосредоточена в его центре, 

а потому и все слои вместе тоже 

дадут внешнее поле тяготения со- 

вершенно такое же, как будто вся 

масса Земли была сосредоточена 

в ее центре. Отсюда непосред- 

Рис. 19. Стрельба на большую вы-  СТВеННО следует, что всякая ‚бро- 

соту. шенная с поверхности Земли вверх 

материальная точка или снаряд, 

выстреленный из орудия, будет лететь не по параболе, как это мы 

получили раньше, а, вообще говоря, по кривой второго порядка, 

эксцентрицитет и параметр которой будут зависеть от началь- 

ных данных и один из фокусов которой будет лежать в центре 

Земли. Впрочем необходимо добавить, что, вследствие небольшой 

кинетической энергии снаряда по сравнению с его потенциальной 

энергией, траектория снаряда будет большею частью эллияе 
(рис. 19). | 

Введение в баллистику закона Ньютона в его точной форме, 
правда, несколько осложнит вычисления, но, как мы уже раньше 
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указывали, главнейшие осложнения баллистических расчетов и глав. 
нейшая их неточность зависят от трудно учитываемого влияния. 
трения снаряда о воздух: на больших высотах, где плотность и 
температура воздуха значительно `тличаются от плотности и тем- 
пературы у поверхности Земли, трение снаряда и его полет будут 
зависеть от всех этих причин вместе (ср. 74, 41). 

50. Примеры. Обозначим радиус Земли через и, и массу ее 
через /М; тогда для ускорения силы тяжести у поверхности Земли. 


можем написать 
„АМ 
— `` э- 
Го 
и ввести это в выражение полной энергии точки, движущейся 
в поле земного тяготения: 


1 
—_ т? —_— 
5 то тг,& = Е. 


Так как радиус Земли г’, очень велик, то при тех скоростях, 
которые имеют артиллерийские снаряды, большею частью первый 
член левой части будет меньше второго, полная энергия брошен- 
ного тела будет отрицательная, и орбита его будет эллипс или 
круг. 

Спросим себя, какую скорость мы должны сообщить снаряду, 
чтобы, при горизонтальной стрельбе, он совсем не упал на Землю, 
а обращался вокруг Земли подобно спутнику — Луне, и притом 
по круговой орбите. 

Мы знаем, что при круговой орбите полная энергия точки 
равна отрицательно взятой кинетической энергии ее, а потому 
уравнение энергии даст нам 


ту? — тив = 0, У == Иг =. 
Подставляя сюда значения 
г, = 6,4.108 ст, 2 —9,8.102 ст!5ес?, 
получаем необходимую для этого скорость 
9— И6б,4.9,8.10:9 — приблизительно 8.105 ст/зес. 


Эга скорость приблизительно в 27 раз больше скорости звука 
в воздухе при нормальных условиях. 
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Поинтересуемся еще следующим вопросом: какова должна быть 
скорость снаряда для того, чтобы он мог достигнуть Луны? 

Как и в предыдущем случае, для этого приблизительного под- 
счета трение воздуха мы не будем принимать во внимание. А вта- 
ком случае мы можем решить поставленный вопрос на основании 
закона сохранения энергии. Кинетическая энергия снаряда у поверх- 
ности Земли должна быть по крайней мере равна разности потен- 
циалов земного тяготения у поверхности Земли и на Луне. Притя- 
жение Луны мы для запаса расчета не будем принимать во внима- 
ние, а скорость снаряда при его прибытии на Луну примем равной 
нулю. Тогла по закону сохранения энергии имеем: 


1 о. ЕМт #Мт 
— 119? — — — , 
2 о г 

М и \ 

5) -— (1 —__ т). 

г 

Если сюда подставить известное нам ускорение силы тяжести 

на Земле 


Го 


то получаем: 


912 == та ( — %). 

Второй член в скобках очень мал, так как расстояние от Земли 

до Луны в 60 раз больше радиуса Земли. Если бы мы задались 

целью выстрелить еще дальше Луны на какую-нибудь планету или 

вообще в бесконечность, то второй член в скобках был бы еще 

меньше. Отсюда заключаем, что для стрельбы вертикально вверх 

на любую высоту с поверхности Земли необходимо сообщить сна- 
ряду скорость (не считая трения о воздух) 


Как видим, эта скорость только в 1,4 раза больше той, которая 
необходима для получения круговой орбиты снаряда вокруг зем- 
ного шара. 

Полученная нами здесь формула, конечно, тождественна с той, 
которую мы получили ранее, при исследовании радиального движе- 
ния точки в поле тяготения (83, 45). 

51. Применение к Луне. Сам Ньютон сделал первую про- 
верку своего закона всемирного тяготения, применив его к притя- 


иди —_—_— —=————— 


— —ШМ—Мжж—ж——д_д—ААдоо д ————— дд —ж— 
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жению Луны Землею. Однако в 1666 году имевшиеся у Нью- 
тона данные о расстоянии Луны от Земли были крайне неточны; 
эта первая проверка не дала желаемого результата и Ньютон 
ие опубликовал своего открытия. Только через 20 лет, повторив 
вычисления с более точными данными, Ньютон нашел полное 
согласие его теории с действительностью. 

Выведенные в предыдущих параграфах формулы позволяют нам 
очень просто проверить закон Ньютона. Мы сделаем это в сле- 
дующей форме: на основании данных о расстоянии Луны‘ от Земли 
и о движении Луны определим ускорение силы тяжести на поверх- 
ности Земли. 

Мы будем считать орбиту Луны вокруг Земли за круговую. 
Тогда, обозначая через 7, расстояние Луны от Земли и через 2, 
ускорение силы тяжести, действующее на Луну, можем на основа- 
нии предыдущего параграфа написать для скорости движения Луны 


292 — 
5 7181 
2 
или, вводя период обращения Луны Т, или ее угловую скорость т, 
и (7) па, п (р) = 


Но ускорение 2, можно выразить через ускорение силы тяжести 
2 на поверхности Земли; так как по закону Ньютона эти вели- 
чины обратно пропорциональны квадратам соответственных расстоя- 
ний от центра Земли, то 


81—88 (2), 


(9 
&=(т го 1 


Подставляя в эгу формулу значения: 


и, следовательно, 


радиуса лунной орбиты г, == 3,844.1018 ст, 

радиуса Земли г, = 6,378. 108 ст, . 

периода обращения Луны вокруг Земли Т-==27,3 дня = 
-=- 2,358 . 106 5сс, 

угловую скорость движения Луны © = 2,664.10-6 ес 1, 
получаем для ускорения силы тяжести на поверхности Земли: 


5 —= (2,664.60,267)?.3,844.10—? — 985 ст/5ес”. 


Эта величина достаточно точно совпадает с пепосредственными 
измерениями. 
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52. Определение массы планет. Если ‘какая-нибудь планета 
имеет спутников, то из времени обращения спутника и из его рас- 
стояния от планеты можно определить массу планеты. На основа- 
нии третьего закона Кеплера, в той его форме, как мы его по- 
лучили из закона Ньютона, мы можем написать: 


аз |. 


Те 4 
Но, так как коэфициент А/4п? для всех тел один и тот же, то. 
для двух любых тел, например для Солнца и Луны, мы можем на- 
писать соотношение: 


Если мы введем сюда отношение между расстояниями Луны от 
Земли @, и Земли от Солнца а, — величину 0,00257, а для отноше- 
ния между месяцем и годом 0,0748, то получаем отношение массы 
Земли к массе Солнца 3,03.1076. 

Однако мы уже указывали раньше (83, 44), что закон Кеп- 
лера и его вывод из закона Ньютона не совсем точен. И те- 
перь то обстоятельство, что в наши формулы входит только масса 
притягивающего тела, может навести на сомнения в справедливости 
этих формул; действительно, из двух взаимно притягивающихся 
тел, какое же из них считать за притягивающее и какое за притя- 
гиваемое? В следующем параграфе мы устраним эту неопреде- 
ленность. 

53. Влияние массы планеты на ее движение вокруг 
Солнца. При наших выводах законов Кеплера из законов 
Ньютона мы принимали Солнце за неподвижную массу, вокруг 
которой движутся все планеты. На самом же деле силы тяготения 
суть силы взаимодействия, и, если планета притягивается Солнцем, 
то одновременно с этим и Солнце притягивается планетой (41, 21). 
Если принять это во внимание, то вместо одного уравнения, дви- 
жения для планеты мы должны написать два уравнения — одно. 
для планеты и другое для Солнца: 
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—— д 


В обоих уравнениях мы приняли направление радиуса-вектора г 
от Солнца к планете; но сила тяготения в первом уравнении (для 
планеты) направлена от планеты к Солнцу, тогда как во втором 
уравнении (для Солнца) сила направлена от Солнца к планете; 
поэтому у нас в правых частях уравнений разные знаки. 

Вычтем одно уравнение из другого для того, чтобы определить 
относительное ускорение планеты к Солнцу: 

Гея, -- Г, == —- вт. 

Это уравнение отличается от нашего прежнего уравнения (80, 
44) ‘только тем, что здесь стоит сумма масс притягивающего и при- 
тягиваемого тела (Солнца и планеты), тогда как прежде у нас стояла 
только масса притягивающего тела. 

Соответственно с этим нам придется теперь изменить и все 


наши прежние результаты и написать для параметра и эксцентри- 
цитета планеты выражения: 


[6 2Ес2 
РМ т)’ =И т ии 
Точно так же для кеплеровой постоянной мы получим 


аз 


Ё 
тк: (М-Е т), 


откуда видим, что третий закон Кеплера нег совсем верен: вели- 
3 


чина = не одинакова для всех планет; она зависит от массы рас- 
сматриваемой планеты. Однако массы планет настолько малы в срав- 
нении с массой Солнца, что вторым членом в скобках можно пре- 
небречь, и тогда закон Кеплера опять остается в силе. Так, 
например, мы видели в предыдущем параграфе, что масса Земли 
составляет всего около трех миллионных долей массы Солнца. Са- 
мой большой массой из всех планет обладает Юпитер, но и его 
масса равна всего около одной тысячной доли массы Солнца. Эгим 
объясняется, почему закон Кеплера, несмотря на его неточность, 
все-таки оправдывается в нашей планетной системе с большою 
точностью, как это видно из нижеприведенной таблицы. Здесь все 
расстояния и времена обращений отнесены к расстоянию Земли до 
Солнца и к времени обращения Земли вокруг Солнца, принятых 
за единицу. 


— 
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Планеты | а Г аз Та 
| 
Меркурий .... 0,387 0,211 0,058 0,058 
Венера. ..... 0,723 0,615 0,378 0,378 
Земля ...... 1,000 1,090 1,000 1,000 | 
Марс. ...... 1,521 1,881 3,540 3,538 
Юпитер .....| 5,230 11.86 140,8 140,7 
2. 29,46 868,0 867,9 


Сатурн... ... `| 9,539 


Как видим, третий закон Кеплера подтверждается блестяще. 
Тем не менее, когда соотношение масс еще неизвестно (как, напри- 
мер, в двойных звездах), гораздо удобнее применять более точ- 
ную формулу, выведенную нами в этом параграфе. Более того, если 
сравнивать движение спутника какой-либо планеты с движением 
Земли вокруг Солнца, то, строго говоря, мы должны также при- 
нять во внимание и массу Луны, которая ведь тоже влияет на 
Солнце. Так, например, желая сравнить массу Юпитера с массой 
Солнца, мы должны поступить следующим образом. Обозначив 
массы Солнца, Земли и Луны через М, т, т, а массы Юпитера 
и какого-либо из его спутников (№-ного) через ЛГ, т, и обозна- 


чив радиусы орбит и времена обращения чврез аи Г с соответ- 
ствующими значками, получаем соотношение: 


(=) (-7-) = М, к, 
а Г М т, + то п` 


В следующей таблице приведены значения левой части этого 
уравнения, вычисленные на основании данных для каждого из четы- 
рех спутников Юпитера в отдельности. 


Номер спутника 
| П Ш 1\М 
а’ра 0,002819 (),00 +183 0.027155 0,012585 
Г/Т 0,00 1841 (),009723 0,019588 (),115692 
1 | 1 1 


К” —_ 


1017 100 ов 1048 
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Незначительная разница в величинах А”, вычисленных для раз- 
личных спутников, показывает нам, что массы спутников малы 
в сравнении с массой планеты. Если кроме того пренебречь массой 
Земли и Луны вместе, по сравнению с массой Солнца, то можно 
среднее из полученных величин считать за отношение массы Юпи- 
тера к массе Солнца. 

На основании подобных расчетов оказывается, что масса всех 
восьми ‘больших планет вместе составляет только одну семьсот 
пятидесятую часть массы Солнца. 

54. Элементы планет. Мы уже указывали на то, что законы. 
Ньютона сами по себе не могут определить движения какой- 
либо материальной точки, а в каждом частном случае необходимы 
еще так называемые „начальные данные“ (43, 23), и таких началь- 
ных данных должно быть шесть: три координаты и три проекции 
скорости точки на оси координат: Ху, Уз, 2%, ху, У, 20 в какой- 
либо момент времени &. Конечно, вместо этого могут быть даны 
и какие-либо другие шесть данных, независимых друг от друга. 

Для определения движения планеты и ее положения в какой- 
либо момент времени тоже необходимы шесть данных, которые на- 
зываются „элементами планеты“. 

Прежде всего форма и величина орбиты планеты могут быть 
определены, если известны ее полуоси аи или ее параметр р’ 
и ее эксцентрицитет е. Обыкновенно характеризуют орбиту планеты 
длиной большой полуоси и эксцентрицитетом: а ие. Далее, в урав- 


нение эллипса 


= 1-Несоз (ф — 90) 


еше входит угол $,, образуемый большою полуосью а с начальною 
осью полярных координат, от которой идет счет всех углов $. 
Кроме того необходимо дать положение плоскости орбиты в про- 
странстве. При этом за нулевую плоскость обыкновенно принимают 
плоскость орбиты Земли, т. е. эклиптики. 

Мы приведем здесь некоторые астрономические термины. 

Та сторона плоскости эклиптики, над которой находится северный 
полюс Земли (рис. 20), называется северной стороной, а противо- 
положная ей сторона называется южной стороной. Если смотреть 
на северную сторону эклиптики, то движение Земли мы увидим 
происходящим против направления движения стрелки часов, и век- 
тор секториальной скорости (или угловой скорости) будет направлен 
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на нас (по правовинтовой системе). Таким образом по отно- 
шению к направлению движения Земли вокруг Солнца северная 
сторона эклиптики есть ее положительная сторона (ср. ч. Т, 
стр. 19, 22). 

Плоскость эклиптики составляет с плоскостью экватора угол 
в 23,59 (точнее 23927'8,26”; этот угол убывает ежегодно на 
0,46845"). Линия пересечения плоскости экватора с плоскостью 
эклиптики или, точнее линия, параллельная ей, но проведенная из 


Рис. 29. Элементы яаланеты. 


«олнца, называется линией равноденствия, потому что, когда Земля 
находится в точке ® (рис. 20) своей орбиты и линия пересечения 
экватора с эклиптикой проходит через Солнце, продолжительность 
дня и ночи одинаковы. Точка @ называется точкой весеннего рав- 
ноденствия, а диаметрально ей противоположная точка - точкой 
осеннего равноденствия. 

Точки пересечения орбиты (траектории) какой-либо планеты с 
плоскостью эклиптики называются узлами. Та точка № (рис. 20), 
через которую планета переходит с южной (отрицательной) стороны 
эклиптики на северную (положительную) сторону, называется вос- 
ходящим узлом, а та точка №, через которую планета переходиг 
с северной стороны эклиптики на южную, называется Нисходящим 
Узлом. Линия пересечения плоскости орбиты планеты (на рис. 20 
заштрихована) с плоскостью эклиптики называется линией узлов. 

Положение плоскости орбиты в пространстве определяют двумя 
углами (рис. 20): во-первых, углом 2, который эта плоскосгь обра- 
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—————_ дом 


зует с плоскостью эклиптики, и, во-вторых, углом 4, который линия 
пересечения этих плоскостей, т. е. линия узлов, образует с линией 
равноденствия. 

Приведенные нами пять элементов планеты вполне определяют 
ее орбиту; они носят следующие названия: 

а... большая полуось, 

е... эксцентрицитет, 

} .. долгота (считаемая вдоль эклиптики) восходящего узла, 

{ ... Наклонение плоскости орбиты, 

Фо... Вместо угла $, дают обыкновенно сумму двух углов 
3 -- 9%, которые впрочем не лежат в одной плоскости; 
эта сумма ® =$-- $, называется: долготой перигелия 

55. Об аномалиях. Теперь нам необходимо еще одно данное, 
которое позволяло бы определять положение планеты т (рис. 20) - 
на ее орбите в различ- 
ные моменты времени. 
За начальный момент вре- 
мени & берут время про- 
хождения планеты через 
перигелий Р; этот момент 
времени называется эпо- 
хой планеты. Заметим, 
чго так как траектория 
движения планеты уже 
определена вышеперечи- 
сленными пятью данными, 
то нам было бы доста- 
точно знать координату $ 
[угол, образуемый радиу- 
сом-вектором $т (рис. :20) Рис. 21. Аномалии. 

с линией перигелия 5Р] 

как функцию времени; тогда пересечение радиуса-векгора г с 
граекторией, при известных ф и Ё вполне решало бы задачу. 
Однако в астрономии находят более удобным поступать следующим 
образом. 

На рис. 21 изображена эллиптическая орбита планеты и, кроме 
‘ого, круг, описанный из ее центра радиусом, равным большой 
полуоси эллипса а. Пусть точка т представляет положение планеты 
на орбите в какой-нибудь момент времени Угол $, образуемый 
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радиусом-вектором, проведенным из фокуса Р, с большою полу- 
осью, называется истинной аномалией. Угол и, образуемый другим 
радиусом-вектором, проведенным из центра эллипса (и круга) в 
точку т’, лежащую на окружности и имеющую ту же абсциссу, 
как и т, называется эксцентрической аномалией. Соотношение 
между обеими аномалиями мы можем получить на основании 
рисунка 21 в следующем виде. Обозначив через х и у координаты 
планеты т относительно Солнца Е и через г ее радиус-вектор, 
имеем 
Х =7.С0$ ф —@с05$ и -- | =а(с05и- е), 


— бу и. 


. в 
— и. $ ф —а$ ши: 
у=и- т Е 


Далее составим выражение для удвоенной сёкториальной скорости. 
(20, 10) 


с=ху— ух==а (сози — е). ри со и р БУ и. аи а и = 


= ав (1-- ес0$ и) и = аб: си ( — ети). 


Из сопоставления с уравнением (79, 43) секториальной скорости 


25 2т 
е= (т) 46 ==и. аб, п—= 


находим соотношение между эксцентрической аномалией и средчей 
угловой скоростью планеты п 


а 


П— др ( 


и --е- $1 и). 


После интегрирования по времени от эпохи & до Ё мы получаем 
знаменитое уравнение Кеплера: 


[—=и(Ё—6)=и  езши. 


Заметим, что время полного обращения планеты вокруг Солнца 
мы можем определить на основании третьего закона Кеплера (в его 


исправленном виде) 
аз _АМ-т 


т _ 48 ' 


и, следовательно, средняя угловая скорость планеты связана с вели- 
чиной большой полуоси ее орбилы уравнением 


п=“" — ии" 


в котором величиною т мы можем даже пренебречь. 
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Для более наглядного толкования введенной нами величины /, 
стоящей в уравнении Кеплера, представим себе кроме действитель- 
ной планеты т еще некоторую фиктивную планету (т) с тем же 
периодом обращения вокруг Солнца и с той же эпохой, движу- 
щуюся с угловою скоростью п. Переход через перигелий обе планеты 
будут совершать одновременно, но дальнейшее их движение, до 
следующего прибытия их обеих к перигелию, будет разное: дей- 
ствительная планета будет двигаться с переменною угловою ско- 


ростью $, между тем как фиктивная планета будет иметь все время 
одну и ту же угловую скорость п, и положение ее в некоторый 
момент Ё будет определяться углом /, который ее радиус-вектор со- 
ставляет с направлением большой полуоси эллипса. Величина` 


1—1 (Е — 15) 


называется средней аномалией планеты, и, как видим, она очень 
просто вычисляется. 

Зная среднюю аномалию, мы можем по уравнению Кеплера 
определить эксцентрическую аномалию и, а затем и истинную ано- 
малию планеты $, как функцию времени. Таким путем определяется 
и положение планеты на ее орбите. Правда, определение и по 
уравнению Кеплера не совсем удобно, потому что это уравкение 
трансцендентное; но для этой цели выработаны математиками спе- 
циальные методы вычисления. 

Основываясь на приведенных соображениях, обыкновенно за эле- 
менты планеты принимают следующие шесть величины а, е, $, & 


ю, [. 

При этом употребляются следующие термины: 
еее. эпоха, 
[—ю--п(1— 1)... о. средняя долгота планеты, 

"“1—=ю—и....... средняя долгота эпохи. 


56. Возмущения. При наших выводах законов Кеплера из за- 
конов Ньютона мы принимали во внимание только тяготение планет 
к Солнцу, а при поправке к третьему закону Кеплера (стр. 94, 53) 
мы приняли во внимание и тяготение Солнца к планете. Между 
тем, и притом по тому же закону Ньютона, планеты тяготеют не 
только к Солнцу, но также и друг к другу, и силы взаимодействия 
планет друг с другом должны изменять их движения вокруг Солнца. 
Однако, если бы мы пожелали принять и эти силы во внимание 
при наших расчетах и ввели бы их в уравнения Ньютона, то получили 


>. 
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бы систему диференциальных уравнений, которую мы не смогли 
бы проинтегрировать в точной форме. Даже так называемая 
„задача о трех телах“, т. е. определение движения трех материаль- 
ных точек, тяготеющих друг к другу по закону Ньютона, решена 
в настоящее время только для некоторых частных случаев. Впрочем 
в применении к нашей планетной системе мы можем получить до- 
статочно точное решение задачи по методу последовательных 
приближений, благодаря тому обстоятельству, что тяготение 
планет друг к другу значительно меньше, чем тяготение пла- 
нет к Солнцу. В первом приближении мы можем совсем пренебречь 
влиянием планет друг на друга и решать задачу о их движении в 
той форме, как это мы делали до сих пор; а затем в эти решения 
мы можем ввести в виде поправок влияние планет друг на друга. 
Вводимые таким образом добавочные силы называются возму- 
щениями. 

Влияние возмущений на движение планет может быть рассчитано 
различно, но обыкновенно ставят задачу следующим образом. Опре- 
делив элементы планеты а, е, $, ро, Ё в первом приближении, 
вычисляют затем изменение этих элементов со временем под влия- 
нием возмущений. Мы не можем здесь останавливаться подробно 
на теории возмущений, относящейся к теоретической астрономии, 
но укажем только на общий характер ее результатов. 

Принятые в первом приближении за постоянные элементы пла- 
неты а, е, %, & ®, [ изменяются со временем, и изменения эти 
бывают двух родов: или к какому-нибудь элементу добавляется 
член периодического характера, например Аза или А с0$ ай — 
такого рода возмущения носят название „периодических воз- 
мущений“; или же добавочный член имеет вид Ае^, и тогда 
рассматриваемый элемент планеты изменяется со временем все в 
одну сторону — подобные возмущения носят название „веко.вых 
возмущений“. По смыслу функции Ае* планета должна отхо- 
дить все далее и далее от своей нормальной орбиты, что могло бы 
привести к катастрофе; но не нужно забывать, что подобное ре- 
щение представляет собою только второе приближение к истин- 
ному движению и имеет силу только до тех пор, пока оно мало 
в сравнении с первым приближением, т. е. с нормальным, не воз- 
мущенным движением планеты. Если же возмущение становится 
сравнительно большим, то метод последовательных приближений, 
строго говоря, неприменим и во всяком случае требует особой 


ож —————— ще _ 
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проверки: при этом вековое возмущение может значительно изме- 
ниться и даже превратиться в периодическое возмущение продол- 
жительного периода. К этому необходимо еще добавить, что вид 
самих функций, выбранных для изображения возмущений, до не- 
которой степени произволен и что число этих добавочных членов 
может значительно превосходить число возмущающих сил. 

Теория возмущений показывает, что элементы л (1) и а подвер- 
жены только периодическим возмущениям и что, следовательно, 
орбиты планет обладают своего рода устойчивостью. 

Французскому астроному Леверье и английскому астроному 
Адамсу (почти одновременно) удалось решить обратную задачу, а 
именно, по наблюденным возмущениям определить массу и орбиту 
возмущающей планеты. Когда в движениях планеты Уран были за- 
мечены некоторые неправильности, противоречащие законам Нью- 
тона, эти астрономы сделали предположение, что эти неправиль- 
ности происходят от возмущающего действия некоторой другой 
еще не открытой планеты, и, произведя вычисления, указали даже 
ее место на небе (1845). Планета эта — Нептун — была действи- 
тельно вскоре найдена на небе берлинским астрономом Галле в том 
месте, где она должна была находиться по вычислениям Леверье. 
Этот факт служит одним из важных подтверждений теории всемир- 
ного тяготения Ньютона. 

57. Опыт Кавендиша. Для определения постоянной А, вхо- 


дящей в формулу Ньютона 
Е=Е 


т. То 
рэ} 


был предпринят целый ряд лабораторных опытов. Первый, дока- 
завший на опыте, что не только Земля и Солнце могут служить 
центрами тяготения, но что и два земных тела тяготеют друг к 
другу с силами, доступными нашим измерениям, был английский 
физик Кавендиш (Н. Сауепа1$В, 1798). Метод этого опыта был ука- 
зан Мичелем (М!сНе!) и состоит в следующем. 

На конце легкого горизонтального коромысла тст (рис. 22, а) 
прикреплены два одинаковых свинцовых шара 2; коромысло подве- 
шено на вертикальной тонкой проволоке аб. Вблизи свинцовых 
шаров т и т помещаются два других свинцовых шара массы М, 
гораздо ббльших размеров (рис. 22, 5; план), либо в положении АА, 
либо в положении ВВ. Вследствие взаимодействия шаров т с шарами 
М коромысло тст отклоняется от своего положения равновесия 


102 1У. НЕБЕСНАЯ МЕХАНИКА 


и закручивает вертикальную проволочку в ту или другую сторону. 
Угол кручения & определяется наблюдением луча света, отражен- 
ного от зеркальца $ (метод Поггендорфа-Гаусса). 
Если мы обозначим плечо коромысла тст через а, то момент 
действующих сил Ньютона будет равен: м 
а т 
с М— 2. Ро =А-д-а. 


Величина угла @ от- 
клонения — коромысла 
от положения равнове- 
сия при отсутствии 
масс ‘М, пропорцио- 
нальна этому моменту 
сил; поэтому для от- 
клонений в ту и дру- 
гую сторону при мас- 
| в | сах в положении АА и 
в положении ВВ мы 
можем написать: 


аи а.5, 


тм 
= Аз а.6. 


Коэфициент круче- 
ния $ зависит от мате- 


Рис. 22. Опыт Кавендиша. а) коромысло с зер- 
кальцем, Ь) план прибора. риала, от длины и тол- 


щины проволочки а6. 
Углы @ и а, наблюдать непосредственно не совсем удобно, а го- 
раздо практичнее определить разность этих углов, наблюдая из- 
менение положения коромысла при осторожном передвижении масс 
М из АА в ВВ. Тогда 


С другой стороны, коэфициент $ можно определить, измеряя 
период колебаний коромысла вокруг проволоки (см. гл. У, теория 
колебаний) 


Г — 2па И2т.5. 


ъ— 0 МмыщщМмМ ЫЫыь::аатытшттшытшутуеммЫдрр, _  ——ы 
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Из обоих уравнений определяем 


ь_— 97 (1) -< 
М\Т 

Этот метод был значительно усовершенствован Бойсом (Воуз, 
1895), который показал, что, для увеличения точности измерений 
необходимо по возможности уменьшить все размеры прибора Ка- 
вендиша. Прежде казалось, что, чем больше плечо коромысла 4, 
тем больше получается момент действующих сил, и тем больше 
наблюдаемый угол @ закручивания про- 
волоки. Но, с другой староны, при 
большом расстоянии а масс т от оси 
вращения время колебания Т тоже уве- 
‚личивается, а при большом периоде Г 
движения коромысла становятся настоль- 
ко медленны, что трудно бывает опре- 
делить точно положение равновесия ко- 
ромысла. 

В аппарате Бойса (рис. 23) тонкий 
стержень дс был подвешен на кварцевой 
нити аб (из кварца можно делать чрез- 
вычайно тонкие, около 0,001 тт диамет- 
ром, нити, выдерживающие значитель- 
ную нагрузку). С боков стержня были 
прикреплены два золотых шарика т 
диаметром около 6 тт. Вся подвиж- Рис. 23. Опыт Бойса. а) вид 
ная часть аппарата помещалась внутри спереди; Ъ) ВИД сбоку. 
стеклянной трубки для того, чтобы 
избежать влияния движений воздуха; кроме того были приняты осо- 
бые меры для поддержания равномерной и постоянной температуры 
прибора, потому что от изменений температуры тоже происходят 
движения воздуха, мешающие точным наблюдениям. Снаружи 
трубки (рис. 23, 5) помещались притягивающие массы М в виде 
свинцовых шаров диаметром около 6 ст. Для того чтобы каждый 
из больших шаров притягивал главным образом только ближай- 
ший золотой шарик, золотые шарики т были прикреплены на 
разных высотах (рис. 23, а). В дальнейшем опыт производился по 
той же схеме, что и у Кавендиша. Притягивающие пары М по- 
мещались или в положение АА или в положении ВВ, и наблю- 


—————-=——-—-—-—-—ы— 
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далось отклонение при помощи зеркальца $. Наиболее точные 


опыты Бойса дали 
к — 6,6576.10-*. 


58. Опыт с рычажными весами. Другой способ определе- 
ния постоянной тяготения был изобретен Жолли (ЛоПу, 1881) и 
усовершенствован Рихарцом и Кригар-Менцелем (Е. К! спаг & 
О. Кисаг-Меп2е!, 1898). На одном из плеч рычажных весов пове- 
шены две чашки (рис. 24), одна под другой, и между ними уста- 
новлена неподвижно большая масса 
М. У Кригар-Менцеля эта масса бы- 
ла из свинца, весом около 100000 
килограммов. В свинцовой массе М 
просверлено вертикальное отверстие, 
сквозь которое свободно проходит 
проволока, соединяющая обе чашки 
весов. Таким образом весы могут сво- 
бодно колебаться и устанавливаться 
в положении равновесия. Если по- 
ложить какую-нибудь массу т на 
верхнюю чашку весов, то на нее 
будут действовать, во-первых, сила 
тяготения Земли д=—тр2 и, кроме 
того, сила притяжения массой М; эту 


«О последнюю силу можно положить про- 
Рис. 2+. Опыт Жолли. порциональной массе М и написать: 


Здесь А есть постоянная тяготения, а /—некоторый коэфициент, 
зависящий от формы и относительного положения взаимодействую- 
щих масс 7 и М. Величина (©, означает вес разновесок, положен- 
ных на правую чашку (рис. 24). 

Если же переложить груз 4 на нижнюю чашку, то сила тяго- 
тения Земли (вниз) и сила притяжения груза массою М (вверх) 
булут направлены в противоположные стороны, и мы получим: 


4 -- УМ = (.. 
Из обоих наблюдений получаем 
в = “8 


2М! 
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Коэфициент { определяется из размеров массы М и из расстояний 
до груза 9. На основании подобных опытов постоянная тяготения 


определилась в 
р == 6,685.10 8. 


59. Пример. В настоящее время за наиболее достоверную ве-- 
личину постоянной всемирного тяготения принимают 


р = 6,65.10-8. 


Для иллюстрации сил тяготения мы возьмем следующий пример. 

Если поместить две гири с массами по одному килограмму на 
расстоянии 10 сантиметров друг от друга, то сила их взаимного» 
тяготения определится из формулы; 


103.103 


— , —8. 
Р=6,66.10—8.— 


— 6,65 4уп. 

Как видим, эта сила очень мала. В расположении опыта Бойса 
измеряемые силы тяготения были еще в миллион раз меньше. 
Отсюда становится понятным и трудность производства самих 
опытов и сравнительно небольшая точность их результатов: около 
0,191. 

60. Масса Земли. Если постоянная тяготения известна, то на 
основании результатов измерений ускорения силы тяжести 5х на 
поверхности земли можно определить массу Земли. Действительно, 
по формуле Ньютона ускорение силы тяжести Земли на расстоянии: 
г от ее центра равняется 


Е, 
и, следовательно, масса 
М = =. Г? 
Разделяя массу Земли на ее объем пр, получаем среднюю 
плотность Земли 
3 
Ацы 
Подставляя в эти формулы величины 
е= 980 =" Е —= 6,65.10—8, г =6,4.108 ст, 


5ес? 
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получаем для средней плотности Земли: 
—= 5,55. 


На самом деле, как мы уже указывали раньше (50, 29), распре- 
деление масс внутри Земли неравномерно, и внутренние слои 
Земли имеют по всей вероятности гораздо ббльшую плотность, 
доходящую до 8,2, тогда как кора Земли имеет плотность около 
3,2. Тем не менее за общую массу Земли можно принять величину 


М=# т =6. 1077 у. 


Эта величина массы принимается большею частью за единицу при 
‘определении масс других планет и массы Солнца. 


ГЛАВА У. 
ТЕОРИЯ КОЛЕБАНИЙ. 


61. Гармонические колебания. Рассмотрим следующее дви- 
жение: по окружности круга радиуса А (рис. 25) равномерно дви- 
жется точка Р, и в то же время проекции этой точки х и у на 
оси координат двигаются то в ту то в другую сторону по диа- 
метрам ХХ и УТ этого круга. и 
Если обозначить через а угло- Г 
вую скорость движения точки р 
Р и через Т период ее обра- 
щения, то 


и для зависимости хи у от 
времени мы можем написать 


х = Асозаь у= Азт а. 


Эти движения периодиче- 


ские: это означает, что по про- 
у 


шествии времени Т, или 21, Рис, 25. Гармоническое колебание. 
или ЗТ ит. д. все значения 


х и у снова повторяются в том же порядке. Движения точки, про- 
исходящие по вышенаписанным формулам, мы будем называть 
„гармоническими колебаниями“. 

Термин гармонические колебания взят из учения о звуке (аку- 
‘стика), где эти колебания играют первенствующую роль. Впрочем, 
как увидим ниже, гармонические колебания часто встречаются и в 
других отделах физики и представляют собою основной тип вся- 
кого периодического движения. 

Величина А называется амплитудой колебания точки х или у. 
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М [- — к - —-— 


Угол а называется фазой колебания. 

Время Т, по прошествии которого все отклонения точек х и 
у от их нулевого положения снова повторяются, называется перио- 
дом колебания. 

Обратная величина периода очевидно равна числу колебаний 


точки в единицу времени 


и носит название частоты колебаний. Очень часто и величину 
а —= пу тоже называют частотою колебаний (циклическая частота). 

В вышенаписанных формулах мы начали счет времени с того- 
момента, когда точка Р находилась на оси ХХ; для более общего 
случая мы можем написать: 


Хх) == А с0$ (а — $), у; = Ат (а — $). 


Это те же гармонические колебания, с тем же периодом и с 
той же амплитудой, только фазы их отличаются от фаз раньше 
рассмотренных колебаний на угол $. 

На выражения х, х, и у, у, мы можем смотреть и как на фор- 
мулы, описывающие движения разных точек, происходящие одно- 
временно (при том же счете времени). При этом точка х, (или У.) 
во все время движения запаздывает по фазе относительно точки 
х (или У) на угол $; или, наоборот, мы можем сказать, что точки 
х и у опережают точки х, и у, по фазе на величину $. Угол ф 
есть постоянная разность фаз колебаний рассматриваемых точек. 

Легко видеть, что оба рассмотренных нами колебания по оси х 
и по оси у, а именно А с0$ аЁ и А т ар, отличаются друг от друга 
тоже только по фазе, потому что 


А $1пт аёЁ == А с0$ (а — 905). 


Мы можем сказать, что синусообразное колебание отстает 


к 
от косинусообразного колебания по фазе на 90°, или на 5, а по 
Т 
времени оно отстает на четверть периода --.. Если разность фаз 
равна 180°, т.е. одно колебание запаздывает относительно другого 
на полпериода, то форма функции, его выражающей, не меняется, 
но амплитуда делается противоположной по знаку: 


А с0$ (а{ — 1805) = —А со$ аЁ 
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В общем случае два гармонических колебания могут отличаться 
лруг от друга своей амплитудой, своим периодом (или частотою) 
и своей фазой; например 


х, -- А, 60$ а, Хх, = А, с0$ (4. — $). 


В акустических колебаниях амплитуда обусловливает силу звука, 
а частота определяет высоту звука; разность фаз играет второсте- 
пенную роль. 

62. Графическое изображение гармонических колеба- 
ний. Если мы по горизонтальному направлению будем откладывать 


Рис. 26. График гармонических колебаний. 


зремя К а по вертикальному направлению отклонения точки ог ее 
нулевого положения, то получим кривые (синусоиды или косину- 
соиды), изображающие зависимость положения точки ог времени. 
"На рис. 26 изображены таким образом 


А с0$ аЁ, А зт аё, А зт (а — 9). 


Как видим, форма всех эгих кривых одна и та же, только они 
передвинуты друг относительно друга вдоль оси времен {; другими 
словами, они имеют различные фазы. Колебания, запаздывающие 
по своей фазе, нарисованы правее. 

63. Основной закон гармонических колебаний. Каково бы 
ни было гармоническое колебание точки, мы легко можем доказать, 
что и скорость и ускорение ее тоже представляют собою величины, 
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изм:няющиеся со временем, гармонически, с тем же периодом, но 
с другими амплитудами и фазами. Действительно, 


х = А с0$ а, у=—= пт ар 
х —=—_Аа пт аё, у — Да со$ аё, 
х == — Аа? с0$ @#. у= Аа? $1п а. 


Каждая из этих величин опережает предыдушую по фазе на 
90°, а по времени на четверть периода. 
Если мы сравним отклонение точки х или у с их ускорением 
то получим ’ 
Хх = —а2х, у= — а?у. 


Это диференциальное уравнение второго порядка представляет 
собою основной закон всякого гармонического колебания (ср. 24, 
12), независимо от его амплитуды и от его фазы; только период 
колебаний связан с величиной а? формулой: 

2: 2 

а? — =]. 

(т) 

64. Асимптотически замедленное движение. Параллельно 


с гармоническим колебанием полезно будет рассмотреть движение” 
выражающееся показательною функцией времени, а именно 


х = Ае-*, 


где е есть основание неперовых (натуральных) логарифмов: е = 2,728... 
Мы встречали уже подобные движения (64, 36 и след.) при дей- 
ствии трения. На рис. 27 изображены графики подобных движё- 
НИЙ ДЛЯ ОДНОГО и ТОГО же начального отклонения точки А = 1, но 
для различных значений величины №. Чем больше №, тем круче 
спускается кривая. Это движение апериодическое, т. е. не повто- 
ряющееся, и точка достигает своего нулевого положения только 
через бесконечное время. 

Если мы составим отношение двух отклонений х для моментов 


времени, разнящихся на одну секунду, то получим всегда одну и 
ту же величину 
х1: хо == Ае-*(; Де ИИ = 6, 


которая называется декрементом движения, а логарифм этой вели- 


чины „т. е. А, носит название логарифмического декремента (декре- 
мент — уменьшение). 
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Если мы и для этого типа движения составим выражения для 
скорости и ускорения, то получим опять те же функции и с тем 
же логарифмическим декрементом: 


х-— Ае—* 
х=-- Аве 


х—=-- Ае-#. 


07 


- 


0 — 0 — Е ЗЕРЕН НИНЕ 


/ 5ес 


Рис. 27. Кривая затуханий. 


И в этом случае мы можем подметить пропорциональность 
между ускорением точки и ее отклонением: 


х = -| А2х. 


Однако, в отличие от основного закона гармонических колебаний, 
справа стоит знак плюс, а не минус. 

Сходство между основным законом гармонических колебаний и 
законом асимптотического движения обусловлено родством между 
тригонометрическими и гиперболическими функциями; одни функ- 
ции переходят в другие, когда аргумент делается мнимым, например, 


. 1, ; — 
с0$ 2 = ©051 #2 = 0 (ее “) 
С0$ {2 == С0$ = (е2--е”") [—=И— 1. 


этим соотношениям мы еще вернемся впоследствии. 


—_ а щ -- — а ОНР — о 
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——_—_ Ао — ——_———_щ дд 


65. Сложение гармонических колебаний одинакового 
периода. Часто точка совершает движение, представляющее сумму 
двух или нескольких гармонических колебаний. Нам важно рас- 
смотреть подробнее те случаи, когда все слагаемые колебания 
одного периода; но они могут разниться амплитудами и фазами- 
В этом случае сумма тоже представляет собою гармоническое коле- 
бание того же периода. Вычислим, например, сумму двух колебаний 


х = Асо$ а -- В с0$ (а — ф) = Ссо$ (а#— $.) 


и определим амплитуду С и фазу 4$, результирующего колебания 
так, чтобы это уравнение удовлетворялось в любой момент вре- 
мени. Перепишем это уравнение в следующем виде: 


(А-- В с0$ 2 — Ссо$ 4.) с0$ а = (Взтфу —Суту,) эт а. 


Но это уравнение может иметь место в любой момент времени, 
т. е. независимо от значения & только в том случае, если коэфи- 
циенты при с05$ аЁ и $1п аЁ равны нулю, т. е. при условии, что 


А-В с0$ 9 = Ссозч,, 
Вт $ = Сэт ф.. 


Из этих двух уравнений мы можем определить две искомые 
величины, т.е. амплитуду Си фазу $. результирующего колебания: 
Разделив одно уравнение на другое, получаем: 


0. — Вт 
571 — А Всозе, 


а сумма квалрагов обоих уравнений дает нам: 
С? = А*.|- В? |-ЗАВ с0$ $. 


Полезно заметить себе, что и, наоборот, каждое колебание вида 
С с0$ (41 —9) мы всегда можем разложить на лва колебания, 
одно — косинусообразное и другое — синусообразное. Действительно 


С со$ (а& 3)=Сс0$9.с0$ аё-- Сзш ф-т аЁ = 
—= А с0$ аЁ -|- В зп аЁ, 
причем мы положили 


== С с0$ $, В =Супф. 


Аналогичные формулы получаются при сложении большего числа 
колебаний в одно результирующее гармоническое колебание, если 


М -- $——_ = - _ > —- _ 
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голько слагаемые колебания одного периода. При разных периодах 
формулы получаются гораздо сложнее. 

66. Векторная диаграмма. Полученные нами в предыдущем 
параграфе формулы можно истолковать геометрически. В плоскости 
ХУ (рис. 28) проведем из начала координат вектор ОА, величина 
которого равна амплитуде А первого из двух слагаемых колебаний, 
и направление которого образует с осью Х какой-нибудь угол аЁ 
этот угол равен фазе первого колебания в какой-нибуль момент 
‘времени #. От вектора конца А 
отложим второй вектор АВ, 
величину которого возьмем рав- 
ной амплитуде В второго коле- 
бания, и пусть направление 
вектора В образует с осью Х 
угол (а — $); тогда оба отло- 
женные вектора будут образо- 
вывать друг с другом угол 4, 
равный разности фаз слагаемых 
колебаний. Если мы теперь на- 
чало первого вектора соединим 
с концом второго, т. е. постро- 
им геометрическую сумму обоих 0 | 
векторов ОВ, то и получим Рис. 28. Векторная диаграмма. 
решение задачи. Действительно, 
проекции трех векторов ОА, АВ, ОВ на ось У дают соотношение 


(ОА,) -- (А.В) = (ОВ.), 
ИЛИ 


АзтаЁ ;-Взт(аЁ -$)--. Сэт (а $1), 
а проекции тех же векторов на ось Х лают 
А с0$ аё -|- В со$ (аё  9)=Ссо$ (а 3)), 


' е написанное нами в предыдущем параграфе уравнение для 
‘определения Си ф.. Впрочем, уравнения с синусами и с косинусами 
по существу одинаковы, только начало счета времени у них разное. 
Далее, из геометрических свойств полученного нами треугольника 
ОАВ непосредственно следуют формулы для С и ф прелыдущего 
параграфа. Взятый нами для построения угол аЁ совершенно про- 
изволен, он служил нам только для большей наглядности черлежа; 


н, Теорегическая физика Ч И. 
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мы могли бы его взять равным нулю, т. е. начать построение с 
оси Х, или равным 905, т. е. начать построение с оси У, это без- 
различно. 

Итак мы видим, что если нам дано сложить два гармонических 
колебания одинакового периода, то мы можем применить графиче- 
ский прием, изображая амплитуды слагаемых колебаний в виде 
векторов, образующих друг с другом углы, равные соответствующим 
разностя-и фаз этих колебаний; геометрическая сумма этих векто- 
ров даст нам по величине своей -— амплитуду результирующего. 
колебания, а по направлению своему — относительную фазу резуль- 
тирующего колебания. 

В случае сложения нескольких колебаний, в числе, большем двух, 
тот же прием приводит нас к построению многоугольника векто- 
ров (рис. 8, стр. 23), замыкающая сторона которого по своей вели- 
чине и своему направлению даст нам амплитуду и фазу результи- 
рующего колебания. 

Получаемый при таком графическом расчете чертеж носит наз- 
вание „векторной диаграммы“. Векторные диаграммы особенно 
часто употребляются в электротехнике переменных токов, которые 
тоже представляют собою величины, меняющиеся со временем 
гармонически. 

Нетрудно видеть, что способ векторной диаграммы применим 
только для сложения колебаний одинакового периода. Действи- 
тельно, частота колебаний а представлена на этой диаграмме в виде 
угловой скорости вращения вектора ОА, равного амплитуде колеба- 
ния. Для того чтобы векторный треугольник ОАВ, который и по- 
служил нам основою вычислений, оставался во все время вращения 
неизменным, необходимо, чтобы все составляющие его векторы 
вращались с одною и тою же угловою скоростью а; а это и означает, 
что все частоты слагаемых колебаний должны быть одинаковы. 

67. Сложение колебаний различных периодов. При сло- 
жении гармонических колебаний различных периодов приходится 
прибегать к другому графическому методу, более сложному. Сла- 
гаемые колебания изображают графически, как на рис. 26, в 
одинаковых масштабах и затем складывают ординаты нарисованных 
кривых, относящиеся к одному и тому же моменту времени, и по- 
лучают ординату результирующеРо колебания для того же момента 
времени. Полученные таким способом кривые, изображающие от- 
клонение точки как функцию времени, могут быть довольно слож- 
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ной формы. Нас будут интересовать главным образом сложение 
гармонических колебаний кратных частот а, 2а, За, ит. д. 

На рис. 29 изображена сумма колебаний с частотами, относя- 
щимися как 1:2. В акустике такое отношение частот соответствует 
звуковому интервалу — октава. 

На рис. 30 сложены два колебания с частотами, относящимися 
как 1:93. В акустике это соответствует интервалу квинте от 


Рис. 29. Рис. 39. 


октавы или дуодециме. Подразделения рисунков а, В, с изобра- 
жают сложение тех же колебаний, но с различными относитель- 
ными фазами. 

Так как колебания в октаву и дуодециму часто встречаются, то 
полезно заметить себе общий характер, т. е. форму результирую- 
щего колебания. Как видим, форма колебапия зависит и от отио- 
сительной фазы слагаемых колебаний. Между тем характер (тембр) 
музыкального интервала от фазы совершенно не зависит: вот по- 
чему мы и сказали выше, что фаза колебаний с музыкальной точки 
зрения играет лишь второстепениую роль. При сложении колебаний 
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одинакового периода фаза может повлиять на амплитуду резуль- 
тирующего колебания и тогда, конечно, фаза может повлиять и на 
характер звука. 

Сумма, состоящая из целого ряда слагаемых колебаний с крат- 
ными частотами, нам встретится ниже в теореме Фурье. 

68. Биения. Когда частоты двух слагаемых гармонических ко- 
лебаний мало отличаются друг от друга, то наблюдаются явления, 
которые в акустике называются биениями. На рис. 31 пунктиром 
изображены два синусообразных колебания одинаковой амплитуды 
А, частоты коих относятся как 6:7, а сплошной жирной линией 
изображена их сумма. Вначале оба слагаемых колебания находятся 
в одинаковой фазе, и их сумма имеет амплитуду, равную А-- А = 


Рис. 31. Образование биений. 


=—=2А. Затем колебание с менышей частотой (с ббльшим периодом 
и, следовательно, более растянутое вдоль оси Ё) отстает все более 
и более по фазе от колебания с большей частотой, пока, наконец, 
оба колебания в момент Р не сделаются противоположными по фазе; 
в этот момент амплитуда результирующего колебания равна нулю: 
А— А =0. Этот процесс сложения и вычитания амплитуд повто- 
ряется затем периодически; наибольшие амплитуды результирую- 
шего колебания имеют место в О и А, наименьшие амплитуды 

вРи5. При звуковых колебаниях при этом слышится то усиление, 
то ослабление звука, которое и носиг название биения. Из рис. 31 
прямо видно, что период биений, т. е. расстояние во времени ОЮ 
или Р$ определяется условием, чтобы одно слагаемое колебание 
отстало от другого на одно целое колебание. Отсюла следует, что 
частота биений равна разности частот слагаемых колебаний. Обо- 
значим через Гу период биений, Г, = ОК, а через Г, и Т, — периолы 


Г р. 
слагаемых колебаний. Тогла на длине ОР уложагся т колебаний 
4 
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Г 
одного из слагаемых и т. колебаний другого; разность между этими 


2 
величинами должна быть равна единице для того, чтобы колебания 


опять сошлись с теми же фазами: 


Разделяя на Ту, получаем для частот соотношение (у — число коле- 
баний в секунду): 


она соинериь. 


= У] --% =. 
т ТТ 1—0 


К тому же результату мы можем притти и аналитически, написав- 


А соз а. -- А сова! [24 со || сз а 


Второй множитель представляет собою колебание с частотою, срел- 
ней между частотами слагаемых колебаний (ср. жирную линию 
рис. 31), тогда как первый множитель в скобках указывает на 
переменную амплитуду колебания (ср. пунктирную линию, оги- 
бающую жирную линию). Так как изменения амплитуды в положи- 
гельную и отрицательную сторону эквивалентны, то за частоту 
а а 
2 
величину, т. е. (а, — а,); точно также и число биений в секунду 
будет (у, -——у,), как мы определили выше. 

69. Затухающие колебания. Мы рассмотрели выше гармони- 
ческие колебания постоянной амплитуды: однако в большинстве 
случаев движущаяся точка встречает на своем пути сопротивление в 
виде трения, вследствие чего размах колебаний, т.е. амплитуда, не 
осгается постоянной, а постепенно уменьшается. Мы ограничимся 
рассмотрением только таких случаев, когда это уменьшение про- 
исходит по эхспоненциальному закону, и движение точки можно 
выразить формулами: 


изменения амплитуды нужно считать не ‚ а вдвое большую 


х = Ае-* с0$ аё, 
у = Ае`* зщ аё. 


На рис. 32 и рис. 33 изображены эти функции. 
Подобные движения носят название „затухающих колебаний“. 
Величина А как и при апериодических движениях точки (110. 
64), называется логарифмическим декрементом; чем больше А, тем 
быстрее затухают колебания; во всяком случае точка только асимп- 
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тотически приближается к своему нулевому положению. При за- 
тухающих колебаниях, для характеристики степени их затухания, 
гораздо рациональнее относить декремент не к единице времечи, 
как это мы делали в апериодических движениях, а к продолжи- 


-*----—--7 


Рис. 32. Затухающая косинусоида. 


тельности одного периода Г или, как это чаще встречается, к про- 
должительности половины периода колебаний. Если мы составим 
отношение двух смежных амплитуд, т. е. двух наибольших откло- 


в -у 


Рис. 33. Затухающая синусоида. 


нений точки, следующих друг за другом через полпериода, то 
получим независящую от времени величину 
1 


--— е 


Ае-`^!:; Де 
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Г 
причем ^- называется логарифмическим декрементом затухающих 


колебаний за пэлпериода. 

В заключение заметим еще, что в случае затухания синусо- 
образные и косинусообразные колебания отличаются друг от друга 
не только по фазе, но и по своему общему виду. Одну кривую 
нельзя получить из другой простым передвижением чертежа вдоль 
оси времен Е как это мы делали при незатухающих колебаниях, 
потому что при таком сдвиге мы изменяем начальную амплитуду А. 

70. Динамика колебаний. После этих предварительных, чисто 
геометрических соображений мы можем перейти к нашей главной 
задачг, а именно: к исследованию колебательных движений точки 
под действием данных сил. 

Предположим, что рассматриваемая точка движется под дей- 
ствием сил, направленных к началу координат и пропорциональных 
расстоянию точки от начала. Мы сперва предположим, что точка 
может двигаться только по прямой линии, соединяющей ее с нача- 
лом, и примем эту линию за ось ХХ. Обозначив силу через РЕ и 
коэфициент пропорциональности через д, имеем: 


Е = — 6х. 


Знак минус означает, что сила всегда направлена к началу, т. е. 
стремится уменьшить расстояние точки от начала. Подобные силы, 
пропорциональные отклонению точки х от ее положения равновесия 
(при х=0 и сила Р==0), очень часто встречаются в природе. 
Сюда относятся, например, силы упругости, и пропорциональность 
силы ГР смещению х точки представляет собою известный закон 
Гука. Впрочем и закон Гука верен только при небольших откло- 
нениях. Иногда зависимость силы от отклонения можно разложигь 
в ряд по восходящим степеням х 


Р= Их) = - -6х - сх? — ахз 


Если коэфициент первого члена с первою степенью х значительно 
превосходит коэфициенты последующих членов ряда, то при малых 
отклонениях можно в первом приближении ограничиться одним 
первым членом, т. е. считать силу А пропорциональной отклонению х. 

Итак для рассматриваемых случаев мы можем написать уравне- 
ние Ньютона в таком виде 


тх —  дх. 
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—--—_— —— ——_-- — — —_————_—_—_— 


Интеграл этого уравнения нам уже известен (110, 63); он имеет 


форму | 
х == Съш (аё-- $), 


где частота а определяется по формуле 


а=-НУ >. 


а амплитуда и фаза колебания остаются неопределенными и играюг 
роль произвольных постоянных интеграции. Для определения по- 
стоянных должны быть даны еще два добавочных условия движе- 


ния: например отклонение Ху и скорость Ху точки в какой-нибудь 
момент времени &. Мы примем момент & за начало счета времени, 
и, следовательно, начальные данные движения будут у нас иметь 


следующий вид: 
при =0: Х=Ж и Х=м. 


Для большего удобства мы можем представить наше решение в. 
следующей форме (ср. 112, 65): 
Хх —=А с0$ аё -|- В эт аь 


х = — Аазт аё - Ва соз аё. 


Если теперь положить [Е —0 и приравнять первое выражение на- 
чальному отклонению ху, а второе выражение начальной скорости 


^‹, ТО получим: 
=, Хо = Ва, 


и решение диференциального уравнения со включением начальных 
условий будет: 
Хо _: 
х — хо с0$ а -|---, $1 а, 
Х = — Хоа т а — Ху с0$ а. 


Если же мы хотим представить это в виде одного колебания, 
то для амилитуды и фазы получаем: 


. р. ® 
т ро х В х 
С — АВЕ (а 2 — (©) {о , — =. =. 0. 
и - ( о) | а)’ 5 ф А ах 
Если мы в начале движения оттянули точку от начала на рас- 


стояние ху и пустили ее без толчка (х, 0), то дальнейшее ее 
лвижение будет описываться формулами: 


Хх == Ху 0$ аё, х == ха &п аё. 
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Если же мы покоящейся точке (ху =0) сообщили толчок, или 


импульс тх‚, то дальнейшее движение ее будет: 


Хх . . . 
Х=-, 5 аЁ, Х = Ху с0$ а. 


71. Пример. На рис. 34 изображены различные пружины, ко- 
горые растягиваются или сгибаются под действием груза Р = тв. 
Величина перемещения ху груза зависит от материала и размеров 
пружины и от ее формы; но во всяком случае это перемещение 
прямо пропорционально величине действующей силы х мы можем, 


й 


Рис. 34. Колебания пружин. 


поэтому для всех изображенных на рис. 34 случаев написать урав- 
нение: 
Р == — 6х). 


Если мы сообщим массе т толчок в вертикальном направлении, 
то она начнет совершать гармонические колебания, потому что сила 
пружины, действующая на массу т, будет в каждый момент вре- 
мени пропорциональна отклонению. Обозначим полное отклонение 
массы т через (х, --х); ‘тогда произведение 2(х,--х) будет в 
каждый момент времени равно силе упругости пружины, а по за- 
кону Ньютона сила должна быть равна произведению массы на 
ускорение этой массы (массой пружины мы пренебрегаем) 


тх —= —6(ж-- Хх. 


Из этого уравнения прямо следует (116, 63), что частота гармо- 
нических колебаний массы т будет равна 


2т | Г 
а — = = — ИЛИ. а — —-. 
Г т хо 


72. Крутильный маятник. При описании опыта Кавендиша 
(102, 57) мы рассматривали. отклонения и колебания горизонтального 
коромысла, подвешенного на вертикальной проволоке, которая за- 
кручивалась под действием внешнего момента сил. Это приспособ- 
ление так часто встречается в различных физических приборах, что 
полезно будет рассмотреть его несколько подробнее (рис. 35). 

Обозначим через 4 диаметр проволоки аб, через [ — ее длину и 
через © -— коэфициент упругости материала проволоки при кручении. 
Тогда теория упругости дает для 
зависимости угла кручения @ от 
момента сил, производящих кру- 
чение, формулу 

32! 


1 ср М —6М. 


а 


Таким образом угол кручения 
при прочих равных условиях о0б- 
ратно пропорционален четвертой 
степени диаметра проволоки. Ме- 
жду тем величина груза, который 
данная проволока способна выдер- 

Рис. 35. Крутильный маяшник. живать, пропорциональна второй 
степени диаметра (т. е. площади 

поперечного сечения) проволоки. Отсюда ясно, что для увеличения 
чувствительности прибора выгодно делать толщину проволоки как 
можно меньше. Но, с другой стороны, эта толщина должна быть 


сообразована с величиною груза и прочностью материала про- 
волоки. 


При описании опыта Кавендиша мы обозначили коэфициент при 
моменте сил через 5; для проволоки круглого сечения 


` 32 


т 

Однако определение этого коэфициента непосредственно из раз- 
меров проволоки непрактично, потому что диаметр проволоки не 
может быть определен с большою точностыо и всякая петочиость 
в этом отношении имела бы громадное влияние па результат, по- 
тому что диаметр проволоки входит в формулу в четвертой сте- 
пени. Кроме того проволока может быть в различных своих частях 
различной толщины, да и коэфициент упругости г ее может быть 
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не везде одинаков. Поэтому гораздо практичнее определить 6 не- 
посредственно из наблюдения над колебаниями крутильного ма- 
ятника. 

В формулу кручения входят не силы, а моменты сил, а потому 
в этом случае нам необходимо вместо второго закона Ньютона при- 
менить уравнение моментов (46, 26). Момент количества движения 
массы 2т, находящейся на расстоянии г от оси вращения, равен 
2тог, или, вволя сюда угловую скорость вращения, ОтгЗа. Про- 
изводная по времени от момента количества движения должна рав- 
няться моменту действующих сил, т. е. в данном случае моменту 
упругих сил закручивания проволоки: 


2т7?2-=- М= ; Я. 

Это уравнение вполне аналогично уравнению, выражающему основ- 
ной закон гармонических колебаний, только вместо линейных откло- 
нений Хх и линейных ускорений х мы здесь имеем угловые отклоне- 
ния а и угловое ускорение &. На этом основании мы можем и для 
данного случая написать решение в форме 

я А созаь а=`,, 
где частота а и период колебания Г маятника определяюгся фор- 
мулами: 


2к\2 | ИЕ < 
а? -.[- Г==Эпрть 9т9. 

|, 2т и? ? р 27? 
Определив отсюда коэфициент кручения 8, мы подставляем его 


в формулу для отклонения крутильных весов под действием внеш- 
него момента сил ИМ 
| Г\2 
а ( у.м 


—— тг? 27 


и Таким образом получаем возможность на основании наблюдаемых 
отклонений @ крутильного маятника судить о моменте сил, произ- 
водящих наблюдаемое закручивание. Коэфициент 


характеризует чувствительность прибора: чем больше А, тем боль- 
ше а при том же моменте сил М. 

В обыкновенных измерительных приборах, ради удобства, пе- 
риод колебания 7 редко доволят до 10 секупд, но в исключительных 
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———щ дд ———дд——-_д—— --- - —— — 


случаях, при научных изысканиях, как, например, в опытах 
Кавендиша и Бойса, этот период может доходить иногда до трех 
минут. Во всяком случае написанная нами формула чувствительности 
прибора показывает, что при выбранном нами максимальном периоде 
колебаний чувствительность прибора будет тем больше, чем меньше 
величина 27/2, т.е. чем меньше нам удастся сделать момент инерции 
(33, 16) масс, входящих в подвижную часть прибора. Поэтому 
все массы нужно брать как можно меньше и помещать их как можно 
ближе к оси вращения. 

73. Колебания с трением. Теперь мы рассмотрим более ча- 
сто встречающийся случай, когда на материальную точку кроме 
гак Называемых упругих сил —6х, пропорциональных отклоне- 
нию точки от положения равновесия, действуют еще и силы тре- 
ния, пропорциональные скорости точки и направленные противопо- 
ложно движению, —^х. Для этого случая диференциальное уравне- 
ние Ньютона будет иметь вид 


тх--гх-Р Вх = 0. 


Это уравнение решается функциею, выражающею затухающее 
колебание (118, 69). Чтобы убедиться в этом, напишем выражения 
для отклонения, скорости и ускорения затухающего колебания, на- 
пример, так: 


х = Ае\*5щ ар, ` 
х —= — Айезшт ай -- Аас`* с0$ а, 
х— 4+ Ар?е-—№ п аё — 2Аайе-* соз аё — Аа?е`*! эт ай 


и подставим их в диференциальное уравнение движения. Тогда по 
сокращении на Ае* получаем: 


[т (Е? —— а?) -— ге -- В] чп аё-Е [а^ — 2аАт] соз аё == 0. 


Для того чтобы это уравнение удовлетворялось в любой мо- 
мент времени (т. е. независимо от значения Ё ср. 112, 65), необхо- 
димо, чтобы множители при $таЁ и со$ аё в отдельности равнялись 
нулю. Это дает нам два уравнения 

| 


(а оо си г. 24т=0, 


из которых определяются: логарифмический декремент А и часто- 
та а колебания 


, оли 
= 77 й --- 2 
[4 эт, а а, — А*, 


_—__——д—_одо_ддд__—_о—ддд—д—д——д_д—дод_ододда АА к 
—_`_—_—Щ О И ЯВА ини 
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Здесь @, означает ту частоту собственного колебания точки, 
которая имела бы место при отсутствии сил трения (при Е —= 
—=0). Трение, как этого и следовало ожидать, уменьшает частоту 
колебания, потому что вообще задерживает движение колеблющейся 
точки. Впрочем при слабом трении уменьшение частоты незначи- 
тельно, потому что декремент А стоит под корнем во второй степени. 

Если бы мы задались решением вида 


х = Ае *! созаё 


го получили бы те же конечные формулы, только в начале дви- 
жения отклонение точки не равнялось бы нулю (при # = 0; $ аё == 
—0), а равнялось бы А. Имея в виду различные возможные на- 
чальные данные, мы должны для решения нашего уравнения напи- 
сать более общую формулу 


х —= Ас * со$ аё-- Ве"! эт аё 


и определять постоянные А и В по начальным данным совершенно 
так же, как это мы делали при решении уравнения движения без 
сил трения (120, 70). 
74. Апериодические движения. Полученное нами выраже- 
ние частоты колебаний при наличности трения 
а. =/а--№, 4 — я Ко — 5 

гребует некоторых добавочных пояснений. Дело в том, что при 
очень болышом трении может оказаться, что а, = или даже, 
что < А; в первом случае наши формулы дают а = 0, т. е. 
бесконечно большой период колебания, а во втором случае период 
колебания делается мпимым. Но это означает только, что решение 
наше теряет свой физический смысл, или, иначе говоря, что та 
форма решения, которою мы задались (затухающие колебания), для 
этих случаев не годится. Но мы уже знаем (111, 64), что мнимые 
аргументы в тригонометрических функциях превращают их в гипер- 
болические функции, а потому зададимся для случаев с большим 
грением ренением чисго экспоненциальпого вила и продиферен- 
цируем его два раза, чтобы выразить скорость и ускорение дви- 
жения: 

х = Ае*", 

х — АЁе *, 

х = |-- АР?е №. 


о < — — -- —— 


* =-- 
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Подставив эти выражения в наше диференциальное уравнение, 


нолучаем квадратное уравнение для К 


о г в __ 
К — = Аи ==0 


т 
или, подставляя сюда прежние значения А; и а, (124, 73), имеем: 
2__ С. 02 — 
к? — 2 Е -- а =0. 
Эго уравнение дает нам два значения: 


К 


м 


2 

у 0 

Так как теперь у нас № >а,, то оба решения дгйствительные 
н для общего решения уравнения мы можем написагь: 


х = Ае *-- Ве\*, 


причем постоянные А и В опять определяются из начальных данных. 

В общем кривые, изображающие это движение как функцию 
времени, похожи на те, которые нарисованы на рис. 27, стр. 111, 
т.е. точка постепенно приходит в положение равновесия. Однако 
возможны случаи, когда точка, перед тем как итти к положению 
равновесия, один раз переменит направление своего движения. Это 
будет, например, иметь место, когда первоначальный толчок отда- 
лил точку от ее положения равновесия и она, погеряв постепенно 
всю свою скорость вследствие трения, снова возвращается аперио- 
дически в положение равновесия. Мы можем однако исследовать 
этот вопрос в обшем виде аналитически. С этою целью напишем 
выражение для скорости точки 


. А! К 
= Ак: е 1 7 - ВК.е у о 
Эта скорость может переменить свой знак, перейдя через нуль 


в момент времени, определяемый уравнением х —=0, откуда 
о № _ ВЕ» 


Разность двух декрементов, входящая в это выражение, равна 


> » — С. ' 2 2 
в А ---2р 4. 


Эго величина ноложительная, потому что А, > А,. Для искомого 
момента времени мы получаем: 


| ев" ( "„. 
2] Е — а ВЕ, 
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Как видим, интересующий нас момент времени может наступить 
только в том случае, если начальные условия таковы, что постоян- 
ные А и В разных знаков; в противном случае под логарифмом 
остается отрицательный знак, и формула теряет свой физический 
смысл. Кроме того мы видим, что Ё будет > 0, т. е. момент пово- 
рота движения наступит лозже, чем [—0, т. е. позже того момента, 
который нами принят за начало счета времени, если величина, стоя- 
щая под знаком логарифма, больше единицы, т. е. если АА, > ВЕ,. 
Если же Ё у нас получается отрицательным, то это означает, чго 

у. 


0 ————/й 


Рис. 36. Апериодическое движение. 


поворот движения уже произошел раньше нашего начала счета вре- 
мени, если вообще движение тогда имело место и если в момеит 
[—0 на точку не было никаких внешних воздействий. 

На рисунках 36 и 37 изображены тонкими линиями экспонен- 
циальные кривые с логарифмическими декрементами А, —= 0,2 для 
нижней кривой Аи К,-=0,1 для верхней кривой В. На рис. 36 
жирная линия соответствует формуле 


0.2.1 
х = —-1.е - 2.6 
так как в этом случае 


Ак; __ 
ВР, — Н1, 


то нулевая скорость имела место при { 0. Затем скоросгь уве- 
личивалась, однако уже при Ё==3,1 секунды началось замедление 
лвижения (х- 0). 


———_—ж_—__ —_ —-- = О неон Ш _ о -— — ъ = — 
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На рис. 37 жирная линия изображает кривую 
- 0,2. — 0,1.1 
х = —2.е 1-е 


которая при {==7 $ес. переходит через нулевое положение точки. 
Однако, перейдя на другую сторону, точка доходит только до не- 
которого максимального отклонения в момент времени, определяе- 
мый формулой 


= Ш |- 5 = 101 (4) =: 14 $ес., 


А 


Рис. 37. Апериодическое движение с переходом через нулевое положение. 


т.е. еще через 7 секунд, а затем возвращается к своему нулевому 
положению асимптотически. 
75. Особый случай апериодического движения. Если 
Ао —=@а,, то полученное нами в предыдушем параграфе квадратное 
уравнение дает только одно решение 
К —= А == в 


т' 
и, следовательно, интеграл диференциального уравнения будег 


иметь Вид 
— Ви 
х —= Ае № 


с одною только произвольною постоянною А. Этого однако недо- 
статочно для решения задачи, потому что в начале движения две 
величины, а именно - отклонение точки и скорость точки, — могут 
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быть заданы произвольно соответственно с этим и в нашем реше- 
нии должны быть две произвольных постоянных. Этот пробел за- 
полняется так называемым особым решением диференциального 
уравнения, которое имеет вид 
— А 
х, = Ве №. 

и, следовательно, для этого случая общий интеграл диференциаль- 
ного уравнения необходимо написать в виде 


х =(А-- Вбе *, 


причем начальное отклонение и начальная скорость точки могут 
быть теперь заданы произвольно. 


0 5 0 5 


Рис. 38. Особый случай апериодического движсния. 


Мы предоставляем читателю самому убедиться в том, что это 
решение удовлетворяет диференциальному уравнению в случае А, —= 
—а И что начальное отклонение точки х, ий начальная скорость 
х) определяют постоянные интеграции следующим образом 


х=А, х, = —(АА, — В). 


Положим, что материальная точка во время Ё—=0 находилась 
в положении равновесия Хх, =А=0 и ей сообщили импульс 
тх = —тВ. Тогда точка под влиянием импульса отклонится от 
положения равновесия, но движение ее вследствие трения будет 
замедляться. В момент времени 


точка остановится, повернет обратно и будет постепенно, асимпто- 
тически, возвращаться к своему положению равновесия. 


9. Теоретическая физика. Ч. И. 
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Наибольшее отклонение точки будет равно 


№0 
т — 


Ко/ 

Предлагаем читателю проверить эти формулы. 

На рис. 38 изображен график подобного движения. Логарифмиче- 
ский декремент здесь равен А, —=0,2, и максимальное отклонение 
точки достигается точкою через 5 секунд. 

76. Случаи ничтожной массы или ничтожной упруго- 
сти. Иногда при сравнительно большом трении бывает возможно 
упростить уравнение движения, пренебрегая или первым членом, где 
множителем служит масса точки, или третьим членом, где множи- 
телем служит коэфициент упругой силы. И в том и в другом случае 
движение получается апериодическое. Логарифмический декремент 
его проше всего определить из полученного нами выше (126, 74} 


уравнения 
тЕ? - ЕЕ =—0. 


Если положить здесь т —= 0, то получаем: 


Если бы мы положили в вышенаписанном уравнении г==0, то 
получили бы для А мнимое значение, т.е. не апериодическое дви- 
жение, а гармоническое ‘колебание, как этого и следовало ожидать. 

Указанные здесь случаи часто встречаются в электротехнике. 
Если в электрическом проводе нет больших катушек или электро- 
магнитов, вообще, если магнитное поле и самоиндукция проводника 
малы, то масса электричества не проявляется заметным образом, и 
уравнение движения электричества можно написать без первого 
члена. | 

Наоборот, если в проводнике не имеегся больших конденсало- 
ров (емкостей) и, следовательно, не образуется заметных электри- 
ческих полей, играющих для электричества роль упругой силы, 
тогда третьим членом уравнения можно пренебречь, оставив только 
влияние самоиндукции т и сопротивления г. 
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—_———а жж ——д дд 


При отсутствии самоиндукции (массы) логарифмический декре- 
мент апериодического движения электричества обратно пропорцио- 
нален сопротивлению 7, между тем как при отсутствии емкости 
(упругих сил) декремент пропорционален коэфициенту трения. 

Если, наконец, сопротивление г мало, то возникают электриче- 
ские колебания гармонического характера. Обозначив через Ё са- 
моиндукцию и через С емкость проводника и положив в нашем 
уравнении 


1 


т —[., ==, 


получаем для частоты и периода электрических колебаний извест- 
ную формулу Томсона: 
%=У2=у ть, Т,= И ГС. 

77. Принужденные колебания точки. Мы перейдем теперь 
к изучению еще более общего случая, когда на материальную точ- 
ку, кроме рассмотренных нами внутренних сил упругости 6х и сил 
трения гх (эти силы можно назвать внутренними силами той 
системы материальных тел, к которой принадлежит рассматриваемая 
точка), действует еще какая-нибудь внешняя сила, которая дана 
нам как функция времени. Нас будет интересовать здесь главным 
образом тот случай, когда внешняя сила изменяется со временем 


гармонически. Диференциальное уравнение движения мы напишем 
для этого случая в следующей форме: 


тх -- гх -- 6х = В, $ а, 
® 
При решении этого уравнения, т.е. при определении х как функ- 
ции времени, естественно предположить, что под действием гармо- 
нически меняющейся периодической внешней силы и сама точка 
тоже будет совершать гармонические колебания и притом с тем же 
периодом, как и внешняя сила. В таком случае задача сводится 
к определению амилитуды и фазы колебания точки 


х = Аят (а - $). 


Если предположенная нами форма решения соответствует действи- 
тельности, то, подставив его в наше уравнение, мы сможем опре- 
делить А и $. Пролдиференцировав это выражение два раза, 
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подставляя значения отклонения х, скорости х и ускорения х 
в наше уравнение и разделяя его на Аб, получаем: 
а?п\ _. ‚ И а 1 А. 
- - п (аё 9) ---,-- — с0$ (Е — 9) —=--.-- зщ аЁ. 
(1 | ( р - ао ( р А ЁБ 

Мы введем здесь для удобства нижеследующие обозначения, 
имеющие впрочем и простое физическое значение: 
п 
5} А `` 

Это означает следующее. Если бы точка находилась в покое 
(х=0; х==0) под действием силы Ру, то, как это следует из на- 
шего уравнения, ее отклонение от нулевого положения было бы А.. 

Мы можем назвать это отклонение статическим или статиче- 
ской амплитудой, в отличие от величины А, от динамической 
амплитуды, получающейся при действии периодической силы. Отно- 
шение А динамической амплитуды к статической называется увели- 
чением колеблющейся (т.е. резонирующей) системы. 


Далее введем отношение частоты внешней силы к частоте соб- 
ственного колебания точки при отсутствии трения 


=“ а =У > 

ао’ о _ т 
И назовем эту величину степень согласования или просто согла- 
сование частот, а именно: частоты силы и частоты собственных 


колебаний точки. Когда 2 —=1, то согласование обеих частот пол- 
ное (в акустике это называется: настройка в унисон). 


1 р 
Если 2 =2 или 2=—-), то, это соответствует в музыкальной 


3 2 
шкале одной октаве вверх или вниз. Если 2—5 или 2==-, 
это соответствует верхней или нижней дхвинте и т. д. 

Наконец для сокращения письма обозначим еще через а удвоен- 
ное отношение логарифмического декремента А к основной часто- 
те аз (при отсутствии трения) 


то 


(= Е 70. 


о - Г, 
С ЭТИМИ обозначениями уравнение наше принимает Вид: 


(1 22).зт (аЁ -$)- (42) -с0$ (а 9) = . $1 аг. 
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Для наглядности мы применим к этому уравнению графический 
прием векторной диаграммы (113, 66). 

Первый член этого уравнения мы изобразим горизонтальным 
отрезком О (рис. 39), причем длина Оа нами взята за единицу 
масштаба. Второй член 42 за- 
паздывает по своей фазе отно- 
сительно первого члена на 90°, 
а потому на векторной диа- 
грамме он должен быть отложен 
по вертикальному направлению 
вверх. Замыкающая сторона 
треугольника О4с, представля- 
ющая сумму обоих векторов, 
дает нам первую часть нашего 
уравнения по амплитуде и по Рис. 39. Векторная диаграмма рсзо- 
фазе. Из прямоугольного тре- нанса при # <. 1. 
угольника этой векторной диаграммы мы непосредственно получаем 
для амплитуды и фазы колебания следующие формулы: 


(= (8) =а- 29-42% 


92 
Ш 


[4 72 5 


72 


| 
У 
А 
\ 


б.___. _. 11-29% а а 


после чего решение диференциального уравнения напишется так: 


Буз’п (а#— 9) 


х = АА, 5Ш а . 
БИЧ -— 2.)* + (92) ’ Ф 


7? 


Рис. 40. Векторная диаграмма резонанса при 7 `> 1. 


Что касается 4$, то он будет иметь положительное или 
отрицательное значение, смотря по тому, будет ли 2<1 или 
2`> 1. В последнем случае угол ф делается больше 90°, и наша 


—Щ—=——ы— - о щ - _ — 


134 У. ТЕОРИЯ КОЛЕБАНИЙ 


` 


векторная диаграмма принимает несколько иной вид, как это изо- 
бражено на рис. 40. 

78. Теория резонанса. Результаты предыдущего параграфа 
имеют такое громадное применение почти во всех отделах физики 
н техники, что нам необходимо подробнее на них остановиться. 

Сперва рассмотрим выражение для амплитуды колебания точки, 
которое мы можем написать в различных видах, а именно (ср. рис. 
39 или 40): 


А—АРА — А; __ 4;с089 _ А; те. 
” Иа 2-92 1—м 492 


Мы видим, чго амплитуда колебания точки зависит главным 
образом от слепени согласования 2 частоты а действующей силы 
с частотою а, собственных 
колебаний точки. На рис. 41 
изображена эта зависимость 
А от &. Когда 2==0, т. е. 
когда действующая сила по- 
стоянна или когда она 
имеет очень большой период 
Г по сравнению с периодом 
собственных колебаний точ- 
ки, мы получаем статическое 
отклонение точки А, (А=1)- 
Затем, по мере увеличения 
РХ ; РР ;_ 2, амплитуда А быстро растет, 
и тем быстрее, чем меньше д, 
т. е. чем меньше К и тре- 
ние г. Если мы желаем определить, при каком = можно достичь 
максимальной амплитуды, то должны по общим правилам отыскания 


максимума приравнять производную от А по = нулю; тогда имеем: 
‹. | 


Рис. 41. Кривые резонанса для амплитуд. 


* 


АТА, [1 — 222 (42) 


откуда 


| < 


-[ 4(1-- 22)2- 24922 ==0, 


а 


а | 1 
ИИ 139 


Таким образом, если при неизменной амплитуде силы Е ме- 
нять ее период или частоту а, то наибольшую амплитуду коле- 
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баний точки А„„‚ Мы получим при частоте @а„, удовлетворяющей 


уравнению 22 — а? __ ор? — а? 2 
т 


Здесь а, означает частоту собственных колебаний точки при 


отсутствии трения, тогда как а, —— частоту при наличии трения. 


Подставляя это значение 2 в формулу для амплитуды, получаем: 
А; Го 


ОТ. и 
ау 1—4 19° 


Если коэфициент трения невелик, то его квадратом под кор- 
нем можно пренебречь, и тогда можно считать, что максимальная 


А пах — 


амплитуда колебаний наступает 
при 2—1, т. е. при полном 
согласии периода действующей 
силы с периодом собственных 
колебаний точки. Во всяком 
случае максимальная амплитуда 
получается тем больше, чем 
меньше трение г: это ясно 
видно и из рис. 41. Если бы 
трения совсем не было, то наша 
формула дала бы для А, с 
бесконечно большое значение 
(см. следующий параграф). Од- 
нако в действительности трение при всяком движении неизбежно. 
Тем не менее не нужно забывать, что мы положили в основу наших 
вычиёлений закон пропорциональности отклонений точки действую- 
щей силе; этот закон применим в большинстве случаев только 
к сравнительно небольшим отклонениям. Поэтому, если при слабом 
трении и при резонансе получаются слишком большие отклонения, 
то результаты наших вычислений уже делаются сомнительными; ино- 
гда даже значительно раньше резонанса может наступить разрыв, 
или излом, или вообще нарушение упругих свойств того механиз- 
ма, который возвращает точку к ее положению равновесия. 

Для угла $, т. е. для запаздывания колебаний точки от фазы ко- 
лебаний действующей силы, мы можем написать следующие выражения 


2 
Г 


А-0 
Рис. 42. Кривая резонанса для фаз. 


зтф= а 42=-В-42, сор ^. (1 — 22) :-А (1 - 2“), 


5 5 
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из которых мы заключаем, что при 2—0 и 9—0; это означает, 
что когда колебания силы очень медленны по сравнению с соб- 
ственными колебаниями точки, то точка следует за колебаниями 
силы без всякого запаздывания в фазе. Это обстоятельство в осо- 
бенности важно, когда рассматриваемая нами точка составляет часть. 
какого-нибудь прибора, предназначенного для точного записывания 
(регистрации) изменений действующей силы. По мере увеличения 2 
‹ тоже растет, т. е. точка все более и более запаздывает в сво- 
их колебаниях относительно действующей силы. При полном резо- 
нансе, & —=1, значение 4 ф делается равным бесконечности и меняет 
свой знак; в то же самое время угол ф переходит через 90°. Эти 
соотношения изображены у нас на рис. 42. 

Таким образом явления резонанса можно охарактеризовать сле- 
дующими положениями. 

1) Принужденные колебания материальной точки имеют ту же 
частоту и тот же период, что и действующая внешняя сила. Следо- 
вательно, точка может совершать принужденные келебания самых 
разнообразных периодов, между тем как собственный период коле- 
бания точки только один и зависит от внутренних свойств той 
системы, к которой принадлежит рассматриваемая точка: от массы 
точки, от сил упругости и от трения. Даже в том случае, если 
внутреннее трение так велико, что точка не имеет собственного. 
периода колебаний, а при отсутствии внешних сил апериодически 
возвращается к своему нулевому положению (127, 74), тем не менее 
под действием внешней гермонически изменяющейся силы она бу- 
дет совершать гармонические колебания с тем же периодом, что и 
внешняя сила. 

2) Амплитуда принужденных колебаний получается тем больше, 
чем ближе период действующей силы к периоду собственных коле- 
баний системы, или иначе: увеличение Ю резонирующей системы 
тем больше, чем ближе согласование 2 к единице. Кривые, изобра- 
жающие зависимость А от 2, называются кривыми резонанса. 

3) Чем меныше трение системы, тем больше амплитуда колеба- 
ний при полном резонансе, и тем круче поднимаются кривые резо- 
нанса к своей наивысшей точке, соответствующей приблизительно 
2 =1. При слабом трении резонанс получается резкий; это озна- 
чает, что при незначительном отклонении от полного резонанса 
амплитуда принужденного колебания сильно падает. Наоборот, при 
сильном трении кривая резонанса пологая, и точка колеблется 


}—— д 
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почти с той же амплитудой при самых разнообразных периодах 
внешней силы. 

4) Что касается фазы принужденных колебаний, то наши фор- 
мулы и рис. 42 показывают, что когда период силы больше соб- 
ственного периода точки (Т>> Ту; а «ау; 2г< 1), то принуждек- 
ные колебания отстают по фазе от колебаний силы на угол $ < 90°, 
а когда период силы меньше периода собственных колебаний точ- 
ки (Г<ТГ; а>а; 2>1), то фаза принужденных колебакий 
отстает более чем на 905, и, следовательно, отклонения точки про- 
тивоположны действию силы. 

Для лучшего и более наглядного усвоения этих правил мы очень 
советуем читателю самому произвести опыты с колебанием маят- 
ника или пружины самой простой конструкции, варьируя период 
колебания внешней силы и обращая внимание на получающуюся 
при этом фазу принужденных колебаний. Опыты с камертоном или 
струной, колеблющейся под действием падающего на них звука, 
показывают обыкновенно в аудиториях. Наконец настройка в пол- 
ный резонанс употребляется в радиотелеграфии. 

79. Особый случай резонанса без трения. Случай пол- 
ного отсутствия трения требует особого исследования с теоретиче- 
ской точки зрения. Мы уже указали выше, что при совпадении 
периода действующей силы с собственным периодом колебания точ- 
ки, т. е. при г == 1, отсутствие трения, 4 —=0, приводит к бесконечно 


большой амплитуде колебания; и кроме того #ф получает неопре- 
0 

деленное значение -„. Но дело в том, что при этих условиях на- 

ше диференциальное уравнение имеет так пазываемое особое реше- 

ние. Действительно, если в уравнение 


тх -- 6х —= ЕР, зтай 
подставить решение в виде (см. аналогичный случай 129, 75) 
Хх —=+. Ат (а1- 9), 
х —=-- Ё. Аа? зш (а $)--2 Аа со$ (аЁ- 5), 
и положить 


а = --, —а?т-- 6—0, 


то члены с множителем Ё взаимно уничтожаются, и мы получаем 


2 Аат со$ (а&- $)= Роз а. 
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Этому условию мы удовлетворим, положив 


А 


-— Зат ' 


ф = = 90°. 
Оба значения приводят к одному и тому же результату: 


Ро соз (ар. 


Х — бат 


Это означает, что амплитуда не сразу делается бесконечно боль- 
шою, а растет постепенно и притом пропорционально времени (рис. 


43). Разность фаз колебаний точки и действующей силы равна 90°. 
Если период действующей силы 


только немного длиннее пери- 
ода собственных колебаний 
точки, то колебания делаются 
однофазными; если же, наобо- 
рот, период силы только не- 
много короче периода собст- 
венных колебаний точки, то 
колебания делаются противопо- 
ложными по фазе. Переход от 
одного случая к другому, при 
Рис. 43. Особый случай резонанса без  ПОЛНОМ ОТСУТСТВИИ Тр ения, про- 
трения. исходит скачком; в действитель- 
ности же трение сглаживает 
этот скачок, и изменение фазы ф в зависимости от значения 2 
происходит по плавной кривой, как это у нас изображено на 
рис. 42. 

80. Другие предельные случаи. Введенная нами при иссле- 
довании принужденных колебаний точки величина 2, или степень 
согласования, имеет определенный физический смысл только в тех 
случаях, когда а, имеет конечное значение. Что же касается тех 
случаев, когда можно положить т —==0 или 6—0, которые мы 
имели, например, на стр. 130, 76, то для них а, = <0 и2==0 или 
а, =0 и #==с0. В таких случаях удобнее, пользуясь тою же 
векторною диаграммой, написать решение уравнения в виде: 


х — Бо Уп (а — $) га 
И [6 — таз? -{ (га)з` 


= 


Если теперь положить т = 0, то получаем: 


хо (9, ео-=. 
И‹6): + (га) Б 
Если же положить д =—=0, то получаем: 
я — Рот (а — $) во— ——^. 
и (та?)2 - (га) та 


И тот и другой случай встречаются в электротехнике перемен- 
ных токов. Ничтожная масса, т=—=0, соответствует электрическому 
проводу без значительных магнитных полей, а ничтожный коэфи- 
циент упругости, 2 ==0, соответствует электрическому проводу без 
значительных электрических полей. 

Если читатель хочет сравнить полученные нами формулы с теми, 
которые даются в электротехннке, то он должен сперва взять про- 
изводную по времени от отклонения х, тогда величина х будет 
изображать переменный ток, а величина Р переменную электродви- 
жущую силу 

Роа с0$ (а — $) | 


Е = Аз аё, Е ОИ обВяЛИЙ 
ИБ— таз] + (а) 


Далее, так как скорость точки по фазе опережает ее отклоне- 
ние (110, 63) на 90 градусов, то для разности фаз между электро- 
движущею силою и силою тока мы получаем угол (ф — 90°), при- 
чем 
та — д. 

га 


8 (ф— 905) =--с&ф== 


Подставив сюда на место т самоиндукцию проводника [, а 


с получаем формулы, то- 
ждественные с формулами электротехники переменных токов (ср. 
130, 76). 

81. Начальный период действия внешней силы. Рассыо- 
тренноее нами решение 


на место в — обратную величину емкости 


— Розт (аЁ- $) + га 
ИС — таз]? - (га) Ь — таз 


диференциального уравнения 


тх + гх | 6х = Е, зщ ай 
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не представляет однако полного его интеграла; для получения пол- 
ного интеграла необходимо еще прибавить к этому интеграл урав- 
нения (без последнего члена) 


тх-- гх-Р вх =0. 


Интеграл этого последнего уравнения нами рассмотрен раньше 
(124, 73 и след.) и имеет общий вид 


х = Ах, -- Вх., 


где х, их. суть периодические или апериодические функции времени. 

Другими словами, одновременно с принужденными колебаниями 
точка может совершать собственные колебания, или она можег 
двигаться апериодически, вообще ее движения могут происходить 
еще так, как будто внешней силы совсем и не было. Таким обра- 
зом полное решение ‘вышенаписанного уравнения будет иметь вид: 


х —= Ах, -- Вх, | Сэ (а — 9). 


Входящие здесь две произвольные постоянные можно выбрать 
так, чтобы удовлетворить начальным условиям задачи. Обратим 
внимание на то обстоятельство, что теперь амплитуды Аи В будут 
зависеть не только от начального отклонения точки ху и от на- 
чальной ее скорости х,, но, кроме того, и от начального значения. 
величины внешней силы Р, т.е. от Ру и от ф. 

Для иллюстрации этого последнего положения мы считаем по- 
лезным привести несколько типичных примеров. 

Самый простой случай будет для нас тот, когда первым членом 
уравнения можно пренебречь (т —=0). Тогда остается диферен- 
циальное уравнение первого порядка с одною произвольною по- 
стоянною. Положим, что в некоторый момент времени #=0 на 
материальную точку начала действовать сила Ру, остающаяся затем 
постоянной. Уравнение движения будет: 


хх =Б,. 
При отсутствии внешней силы мы имели бы (130, 76): 
х1 = Ае №, Е — > . 


Полное решение нашего уравнения будет теперь: 


х=Ае*-А,, А. —=-“. 
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Если до момента # —=0, т.е. до того, как начала действовать 
сила Гу, точка находилась в своем нулевом положении, то мы долж- 
ны положить 

Х—=А-- А, ==0, 


откуда и определяется произвольная постоянная 


А=—А.. 


$ 
Итак решение задачи при этих условиях получает вид 
— — 
х= А, (1—е *.. 


График этого движения изображен на рис. 44. Статическое от- 
клонение А, представлено вертикальной пунктирной линией. Одна- 
ко точка начинает свое движение 
с нулевой точки О, а затем по- 
степенно, и притом асимптотиче- 
ски, приближается к статическому 
отклонению А,‚. Строго говоря, 
отклонение А, достигается точкою 
только через бесконечное время 
{т. е. никогда не может быть до- 
стигнуто), однако. на практике © ия 
большею частью отклонение, очень Рис. 44. Постепенный переход к 
близкое к величине А. получается статическому отклонению при боль- 

шом трении. 
довольно скоро, если только трение 
не слишком уж велико. Если мы проведем на графике (рис. 44) какую- 
либо вертикальную линию 466, то ас будет равно А., а величина 
фс будет представлять собою то отклонение точки, которое она 
имела бы при отсутствии силы РА. 

Теперь предположим, что (при т —= 0) внешняя сила меняется 
<о временем гармонически: 


--.--.- о. - - — 


гх | рх —= Е, зп а. 
Полный интеграл этого уравнения будет 
х = Ае * -|- КА, т (а#— 9), 
НЕС ЗИ 
Г тая’ 
И +8) 
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Опять предположим, что в момент #—0, когда сила Е==0, 
материальная точка занимала свое нулевое положение, т. е. поло- 
Жим 

Хх, =А-- АА, ту ==0. 
Определив отсюда величину А, подставляем ее в полный инте- 


грал и получаем: 
х=—= РА, [ету -- зп (4 — 3)]. 


Несколько иной результат мы получим, если предположим, что 
в момент времени { —=0, когда точка занимала свое нулевое поло- 
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Рис. 45. Постепенный переход к установившимся колебаниям при большом 
трении. 


жение, сила Р начала действовать не с нулевой фазой, как это мы 
сейчас положили, а с фазою В. Тогда при том же начале для счета 
времени мы должны для силы написать выражение Р, эт (аё -- $), 
а для колебания точки выражение КА, зт аё. Теперь для определе- 
ння произвольной постоянной мы получаем уравнение 


0 —- А = КА, —- 0, 
и полный интеграл будет: 
—=АА,[е *! 1 зт ай. 


График движения для этого случая изображен на рис. 45. 

Нечто аналогичное мы получаем, когда масса т не равна нулю, 
а коэфициент $ упругой силы равен нулю. Предлагаем читателю 
произвести вычисления для обоих случаев и сравнить их друг 
с другом. Как мы уже указали (130, 76, 139, 80), эти случаи имеют 
применения в электротехнике. 
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Когда апериодическое движение точки характеризуется двумя 
логарифмическими декрементами (126, 74), то для  опредз- 
ления двух произвольных постоянных необходимо знать начальные 
отклонения и скорость точки. В графике движения мы получим пере- 
ход от начального положения к стационарному состоянию не по экспо- 
ненциальной кривой, а по кривым, изображенным на рис. 36, 37, 38. 

Если трение невелико и точка может совершать гармонические 
колебания с затуханием, то 
эти колебания будут заметны 
в начале движения, но затем 
они более или менее скоро 
затухнут, и у нас при по- |, — А. 
стоянной силе Гу останется 
только постоянное отклоне- 
ние А, (рис. 46). Наконец, 
если внешняя сила гармони- 
чески переменная, то в на- 
чальные моменты точка бу- 
дет колебаться и с частотою 
а, собственных колебаний, 

и с частотою а внешней 0 
силы. При этом могут наблю- Рис. 46. Затухание собственных колеба- 
даться явления биения (116, ний при отклонении. 

68), как это показано на 

рис. 47. Со временем собственные колебания точки затухают, и 
остаются одни принужденные колебания с частотою а внешней силы. 

82. Внешняя сила — любая функция времени. В заклю- 
чение этой главы мы рассмотрим принужденные движения точки по 
уравнению 


> { 


тх 2 гх = 6х = АО, 


где внешняя сила представляет собою какую-нибудь данную нам 
функцию времени. Конечно, и в этом случае, кроме принужден- 
ных движений, под действием внешней силы Р(Ё, точка может со- 
вершать и собственные колебания по уравнению 


тх-Р гх + 6х = 0. 


Решение этого уравнения нам известно, оно имеет вид 


х = Ах, + Вх., 
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где Аи В постоянные интеграции. Для определения принужден- 
ных движений часто употребляется так называемый способ изме- 
нения (вариации) постоянных, который заключается в’ том, что 
оставляют ту же форму решения, как и для собственных колеба- 
ний, но считают А и В не постоянными, а функциями време- 
ни. Это делается так: написав выражение для скорости точки 


х= Ах, -- Вх, (Ах, Вх,), 


приравнивают сумму, стоящую в скобках, нулю; это служит доба- 
вочным условием для определения А и. Если теперь составить 
еще и выражение для ускорения точки 


х—= Ах, + Вх, + (Ах, + Вх.) 


и подставить выражение х, х, х в основное уравнение, то все чле- 
ны с неизменными А и В вместе дадут в сумме нуль, потому что 
представляют собою формулы собственных колебаний точки, для 
которых в правой части уравнения стоит нуль. Сумма же остав- 
шихся членов, с производными А и В, должна, следовательно, 
равняться А(. Таким образом для определения Аи В мы полу- 
чаем два уравнения 


Ах, - Вх, = 0, 


Ах -- Вх, = Е, 
из которых определяем 


тии РИ) о А 75 
як п’ ЗБ т. 
Интегрируя эти выражения по времени, получаем искомые величи- 
ны Аи В; постоянными же интеграции будут значения А и В при 
ЕО = 0. 

За подробностями мы отсылаем читателя к курсам диферен- 
циальных уравнений. Как упражнение советуем решить этим спо- 
собом случай, когда Р(#) = Ро зт ар, который мы уже решали, но 
другим способом. 


ГЛАВА УТ. 


ТЕОРИЯ КОЛЕБАНИЙ. 


(Продолжение.) ' 


83. Средние значения гармонических функций. Средним 
значением какой-либо функции времени Р(Р) за некоторый проме- 
„жуток (& — #1) называется 
‚зеличина 


и 


Если нарисовать гра- 
‘фик функции Р(®), изоб- 
ражая значения этой фун- 
кции ординатами, а со- 
ответственные — моменты 
времени абсциссами (рис. 1. ИР 7, 
47), то написанный нами 
интеграл будет изобра- 
жаться площадью, ограниченной кривою 2(Г), осью абсцисс и 
двумя ординатами & и Ё, (на рис. 47) (Е1с,с,), а среднее значе- 
ние Р(Г) будет представлено средней ординатой 9„, выбранной 
гак, чтобы произведение 5„( — #1) (площадь заштрихованного четы- 
рехугольника) равнялось площади (В Ьс.с,). 

Ясно, что среднее значение какой-нибудь функции будет зави- 
сеть не только от вида самой функции, но и от того, между ка- 
кими пределами мы определяем это среднее. 

Применяя это общее правило к гармоническим функциям, мы 
‚получаем следующее. 


Рис. 47. Средняя величина. 
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Среднее значение любой гармонической функции за время пол- 
ного периода между любыми пределами 2, — # =Т равно нулю 
Е Е 
с0$ (а#—- $). = зт (а — $). 4 =0. 


® 


о 0 


1 
Г 


То же самое мы получим, если будем определять среднее за вре- 
мя Нескольких целых периодов. Этот результат почти очевиден, 
так как кривые — синусоида и косинусоида — совершенно симме- 
тричны — относительно 
оси ОЁ и описываемые 
ими над осью ОЁ по- 
ложительные площа- 
ди равны описываемым 
ими ниже оси ОЁ отри- 
цательным площадям; 
сама ось времен О слу- 
жит таким образом для 
этих функций средней 
линией. 

Рис. 48. Среднее отклонение за пол-периода. Среднее значение 
этих функций за поло- 
вину периода, от одного нулевого значения функции до другого, 


равно 2 — 0,64. 


эь 


Для синуса это среднее вычисляется так: 


з : 


. 2 2 2 
яп аё. а == „:-|—- с0$ ай| =--, а — -.: 
Та 7 


ни изображено на рис. 48. Для косинуса получим очевидно то же 
самое, так как кривые эти одинаковой формы, только сдвинуты по- 
оси ОЁ друг относительно друга на четверть периода. Конечно, так 
как интегрировать нужно между нулевыми значениями функцин,- 
то пределы теперь. будут иные: 


т СТ 
+ 1 


2 2 Г. 2 
тр [| ована = [ал ае | —__ 
,- а |. т. г 


— 


4 


—_——— ————————__———_—_— 
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д ооо 


Среднее значение квадрата гармонической функции за время 
целого периода равно половине 


Г Г 


е |ое-@ =т | т 9% 


О 0) 


— 


2 2’ 


Г Г 
1. о (1-4 с052аё__ 1 
Зе |5 ар. аЁ==- еее | 
0 


На рис. 49 изображен график $11? аё. Средняя линия проходиг 


| 
здесь на высоте От = >. Площадки, лежащие выше этой линии, 


равны площадкам, ле- 
жащим ниже ее: так, 
напр. (Оат)== (а6.5) 
и (4пс) = (6: с6). 

Для вычисления 77 
этих средних мы могли 
воспользоваться соот- 


Г 


7 


ношением 0 / 
р 
Й 
® + 
$11? а -- с0$2 аё -=-1. | 
-Е 6032 а == 1. | ОИ | 

Рис. 49. Среднее из квадратов отклонений 

Действительно, так как гармонического колебания. 


оба слагаемых предста- 

вляют функции одинаковой формы и сумма их постоянно равна 
единице, то на долю каждого из слагаемых приходится в среднем 
половина. 

Среднее из квадратов величин (А, зт 42)? и (Аз с0$ а#)? назы- 
вается в электротехнике эффективным значением этих величин, 
потому что ими измеряется эффект переменного тока. Обозначая 
эффективное значение чгрез Ак» имеем: 


ей › 


среднее (Аз зп аё)? = 5 А? — А? 


и, следовательно, эффективное значение гармонической функции и 
максимальное ее значение, т. е. амплитуда А’, связаны соотношением: 


Ао 
А —= =0,707.Аь. 


ей — 


84. Среднее значе- 
ние произведения двух 
гармонических функ- 
ций. Очень часто, в осо- 
бенности в электротех- 
нике, встречается произ- 
ведение двух гармоничес- 
ких функций одинакового 
периода, но разных фаз. 
Для большего удобства 
мы представим такое про- 
изведение в виде суммы: 


т арт (а — 9) = 
==$112 2ё. 60$ < — 


1. 
— 5 п 24.5 $, 


а затем вычислим сред- 
нее значение, пользуясь 
результатами предыдуще- 
го параграфа; мы полу- 
чаем: 


1 
1 
Ч Е г | здтае.зи (о -- 9): @Ё == 
0 


у Ч А О — 1 соз ф. 
0 и ДУ. Г г Если  еность фаз 


то среднее значение про- 
| изведения равно половине; 


| если же разность фаз 
Рис. 59. Произведение двух гармонических равна 90°, созф ==0, то 

функций одинакового периода, но различных 
фаз. среднее значение произве- 


дения равно нулю. 

На рисунках 50 а, 6, с, 4 тонкими линиями изображены графики 
двух функций: Е (электродвижущая сила) и ./ (сила тока); жирной 
линией изображено их произведение Е./ в каждый момент времени. 
В случае $ —=0 график произведения Е. описывает все время поло- 


7 
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жительные площади (на рис. заштриховано). Когда ф ==30°, 60° 
то произведение Е] в некоторые моменты времени положительно, 
но в другие моменты получается отрицательным; соответственно с 
этим и заштрихованные на рис. 50 площади частью помещаются 
выше оси Оф а частью ниже этой оси. Разность между положи- 
тельными площадями и отрицательными площадями делается все 
меньше и меньше по мере увеличения разности фаз $, а потому 
и среднее значение произведения Е] делается все меньше и меньше. 
Наконец, когда ф ==90°, положительные и отрицательные площадки 
делаются равными, и среднее значение произведения Е./ делается 
равным нулю. 

В следующем параграфе нас будет интересовать среднее значе- 


ние произведения двух гармонических функций различных частот, 


2 
но кратных одной частоте «==... Обозначая через т и п целые 


числа, мы напишем три типа подобных произведений и представим 
их в виде сумм гармонических функций: 


] 1 
с0$ таё - с0$ ПаЁ= 5; 60$ (т — п) аё + 5 60$ (и -- п) аё, 


. . 1 ] 
Ш таё. “т паё= > 60$ (т — п) аё—  с0$ (т-- п) аё, 


. 1. 1. 
п 1аё + 05 ПаЁ == -; $ (И — И) аё-- 2 эп (т -- п) 24. 


Среднее значение этих функций за время полного периода ТГ равно 
нулю, потому что период Г содержит целое число периодов и той 
и другой гармонической функции, а именно: (т — п) периодов пер- 


вой функции и (т-- п) периодов второй функции. Исключение 
представляет тот случай, когда т == и, тогда 


1 1 


1. 
5 60$ (т — п) аё =; 5 п (т — п) а = 0. 


В этом случае среднее значение первых двух произведений равно 
половине, а среднее значение третьего произведения остается рав- 


ным нулю. Мы имеем здесь тот же случай, который мы рассмотрели 
в начале этого параграфа. 
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0, когда т= п 


рнано”^ чинить 


1 
5. Когда т == 


0, когда т=> и 


т 
,- со таё-с0$ паЁё: ЧЕ— 
0 


ик 


3 


чп Шар. т пав — | 


1 
р А 


] 


т Уп та. с0о$ паё. аЕ=0. 


Те же результаты мы получаем при интегрировании между пре- 


делами —- и +=. 

85. Разложение периодической функции в ряд Фурье. 
Положим, что данная нам функция времени имеет период Т; это 
означает, что для значений В Ё--Т, Ё#--2Т, Е--ЗТ ит. д. зна- 


чение функции одно и то же. График периодической функции 


Рис. 51. Периодическая функция. 


изображен, например, на рис. 51. Подобные периодические функции 
могут значительно отличаться от гармонических функций и, как 
увидим ниже, могут даже состоять из прямых участков. Француз- 
ский математик Фурье (). В. Еоипег, 1822) показал, что любую 
периодическую функцию можно разложить в ряд, составленный из 
гармонических функций, т. е. из косинусов и синусов с частотами, 
кратными основной частоте функции 


25 
а —- —. 


Т 


—— - 


В большинстве случаев однако этот ряд будет состоять из бес- 
конечного числа членов, но на практике часто можно ограничиться 
‚несколькими наиболее важными первыми членами этого ряда, пре- 
небрегая остальными. Мы не будем входить в подробности теории 
рядов Фурье, а предположим, что разложение Фурье возможно, и 
напишем: 


Е( =. ау —— а. с05 а а, с0$ 2аё-- а. соз За! -|-... 
НЫ, $1 аё 4-6, эт 2а#-- 6. эт Заё--... 


Для определения коэфициентов этого ряда поступают следую- 
щим образом. Умножаем обе части написанного нами равенства на 
0$ (пар) и определяем среднее его значение за время полного пе- 
риода Г. Тогда на основании предыдущего параграфа все члены 
суммы дадут в среднем нули, и только тот член, где будет входить 
произведение косинусов одинаковых частот, даст нам в среднем 
величину, равную половине. Мы получаем следовательно для ко- 


эфициента а, формулу 


. 
а — ‚| Е(6 соз паё- Е 


Совершенно на том же основании мы получаем для коэфи- 
щиента 6, 


р —— РС) зт па. 4. 


Определив таким образом значения коэфициентов ряда Фурье 
для данной периодической функции Р(Р), мы можем представить эти 


функции в двух видах: 
со 


РО ==. а +», [2,с0$ на -- 6, т пай == 


п =1 
со 
1 . 
— 5 @0 —- у С $11 (па -- Фи). 
п=1 


Легко доказать, что первый член ряда Фурье представляет со- 
бою не что иное как среднюю величину Р(Ё) за время одного 


—_ кои. 
}З—_—_ 
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периода. Действительно, для а, по вышесказанному способу Фурье 
мы должны взять И =0 и со0$ (пар =1, а потому 


Если функция Р(Р четная, 
т. е. если при перемене знака 
{ она не меняет своего значе- 
ния (напр. рис. 652: у есть 
четная функция х): 


Е(— 9 =РСНО, 


то и весь ряд будет составлен 
из цетных гармонических фун- 
кций, т. е. из косинусов [ведь 
с0$ (—а) = со$ (-Ра)], и все 
коэфициенты 6, будут равны 
нулю. В этом можно убедиться 
также, разделив интеграцию на 
две части — на отрицательный 
полупериод и на положительный. 
полупериод 


Рис. 52. Четные функции. 


Г. 1 
2 2 


- 
| ЕС зш паё. АЕ == \ ЕС) зт паЁ. а — Е эт паЕ. аё 
т 
0 


®. 


0 


При перемене --Ё на — во втором интеграле, произведение 
$11 паё- аЁ не изменит своего знака, а четная функция Р(Г) тоже 
не изменится; оба интеграла равны друг другу, и их разность равна 
нулю. Если же мы в подъинтегральном выражении поставим коси- 
нус вместо синуса, то оба интеграла будут равны и противопо- 
ложны, и их разность будет равна Удвоенному первому интегралу. 


Следовательно 
т 


— -> 


2 
а, =*\ Е@) соз паЁ. 41. 


0 
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Совершенно обратное мы получим, если функция Е(Р нечет- 
ная функция времени (напр. рис. 53: у — нечетная функция х); 
тогда 


Е--Э=— Ед. 


В этом случае и весь ряд будет составлен из нечетных гармо- 
нических функций, т. е. из одних синусов [ведь зт (—-а) = 
— — п (--а)| и все а, будут равны нулю. Интегрирование по- 
целому периоду может быть и здесь заменено удвоенным интегра- 
лом По одной пПоложи- 
тельной части периода, 
т.е по полупериоду: 


у 


/7/ 


(2) 


Т 

2 

4 . 

т | Е(@) эт па. &1. 
0 


6, =— 


0 9 

86. Примеры. Не 
имея возможности вхо- 
дить в подробности тео- 
рии рядов Фурье, мы счи- 
таем однако необходимым 
дать здесь хотя бы один 
пример применения этого 
метода для того, чтобы 
наши последующие рассуждения приобрели большую наглядность. 

На рис. 54 изображена Р(!), состоящая из прямых линий, па- 
раллельных оси времен и лежащих попеременно то сверху то снизу, 
на расстоянии Ру от оси. Эта функция — периодическая с периодом Г; 
ее можно разложить в ряд Фурье. Кроме того, мы видим, что эта 
функция нечетная, потому что она меняет знак вместе с переме- 
ною знака № но не изменяет при этом своего значения. Отсюда 
заключаем, что ряд Фурье будет состоять из одних только сину- 
сов; между прочим и первый член а, тоже будет равен нулю, по- 
тому что функция совершенно симметрично расположена относи- 
тельно оси времен # и средняя ее величина за целый период будет 
равна нулю. Так как рассматриваемая функция состоит из двух 
частей и переход от одного значения —Ёь к другому -Ро и обратно 
происходит скачком, то иптегрирование по каждой части должно 


(1) 


у 
Рис. 53. Нечетные функции. 
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быть произведено отдельно. Приняв это во внимание, мы можем 
воспользоваться для определения 8, формулой предыдущего па- 


раграфа: 
т т 


2 
4 Е 
„| Роз (пай + а = ли |-- с05 (аа) 


0 


Подставляя верхний предел интеграции и имея в виду, чо 


2т 
а =-:, Получаем: 


при четном п с0$ (пп) =-[1, 
при нечетном м с0$ (ип) = — 1. 


При подстановке нижнего предела получаем со$ (пп) = -Е1. 
В результате все члены с четным п пропадают, а для нечет- 
ных л получаем коэфициенты 


Весь ряд Фурье получает вид: 


ко = =” [т а -|- тп ЗаЁ-|- ы $т 5а1 + т Таё- .. .|. 

На рис. 54 прямыми жирными линиями изображен график рас- 
сматриваемой функции, а тонкой линией — первый член ряда Фурье. 
На рис. 55 первый и второй члены ряда изображены пунктиром, 
а их сумма — тонкой линией. На рис. 56 та же сумма изображена 
пунктиром, и к ней прибавлен третий член ряда (пунктир); тонкая 
линия изображает сумму трех членов ряда. Наконец на рис. 57 
тонкая линия изображает сумму четырех членов ряда Фурье. ` 
Из этих рисунков мы видим, как по мере увеличения числа членов 
ряда Фурье, принятых во внимание, их сумма все более и более 
приближается к значениям функции 2Р(0. 

На рис. 58 изображена кривая, представляющая односторонне 
пульсирующую силу. В электротехнике очень часто синусообразный 
переменный ток выпрямляется: при помощи особых приборов (вы- 
прямителей или коммутаторов) меняют его направление при пере- 
ходе синуса через нуль. Благодаря этому во внешней цепи электри- 
ческий ток идет все время в одну и ту же сторону, но сила тока 
не постоянна, а меняется именно так, как у нас показано на рис. 58. 


— _ — — _ - — = -— д а н-- ее 
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———_— А ддА——З—//СЧС о — — - — _ - 


Рис. 54. Первый член ряда Фурье. 


Рис. 57. Первые четыре члена ряда Фурье. 
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Аналитически рассматриваемая кривая может быть описана сле- 
дующим образом: 


от 2—0 до 1; Е() = п аг; 
Г 
о 0 


от = — до #—0; Р(Г) = —$ш1 аё Г 


`` = 


> = 


С 
Рис. 58. Пульсирующий ток. 


Эта функция четная, и ряд Фурье состоит из постоянного 


члена и из суммы косинусов с коэфициентами а, которые опреде- 
ляются интегралами вида: 


Т 
2 

1 | со$ (п -- 1) аё с0$ (п — 1) а 
1 зп аё- с0$ (пай. ‚ат ра —т- 


и) о. 


Поступая совершенно аналогично предыдущему примеру, по- 
лучаем: 


2 2 2 
г" |1- т.3 50$ 21 — 5-5 0$ 402 — 527 08 би... | 


87. Периодическая внешняя сила. Способ Фурье может быть 
применен к решению уравнения движения материальной точки, на- 


ходящейся под действием силы упругости — 5х, силы трения —-гх 
и какой-нибудь внешней силы Р({), периодической функции времени 


тх | гх вх = (В. 


———-—=——-- 
—— ——ж——: ——.———д——ж——_—_о—__до— дада 


88. ПРИБОРЫ, РЕГИСТРИРУЮЩИЕ ПЕРЕМЕННЫЕ СИЛЫ 1957 


— 


Для определения колебания точки при этих условиях мы можем 
разложить Р(2) в ряд Фурье, т.е. представить ее в виде суммы сил 
чисто гармонического характера. Колебание точки под действием 
каждой из этих сил в отдельности мы определять умеем; сложив 
все эти решения вместе, получаем искомое движение точки под 


действием данной нам силы Р(Ё). Итак напишем для действующей 
силы ряд Фурье 


РО = Е, У. Е, зп (паё-а,). 


Соответственно с этим для движения точки получаем: 


х=А,-- У. А, эп (паё а, — $), 
причем 
Анны} | — 92". . 
ь и (1—2) + (42) — 2 


К этому необходимо еще прибавить собственные колебания точки 
и определить постоянные интеграции по начальным данным. 

Эта возможность расчленить задачу на отдельные частные слу- 
чаи, а затем сложить все полученные решения, обусловливается ли- 
нейностью рассматриваемого уравнения; если бы в уравнении встре- 


чались степени х, Хх, х выше первой, то такое расчленение задачи 
было бы уже невозможно, и в таких случаях приходится прибегать 
к другим методам решения. 

88. Приборы, регистрирующие переменные силы. В прак- 
тике часто применяются приборы, записывающие (регистрирующие) 
различные движения и силы: осциллографы для переменных токов, 
кардиографы для движений сердца, сейсмографы для землетрясений 
и т. п. При этом всегда возникает вопрос: как построить прибор, 
чтобы форма записываемой кривой была по возможности близка 
к форме кривой регистрируемой силы? Из вышенаписанных формул мы 
видим, что эта цель будет тем лучше достигнута, чем меньше вели- 
чина 2. Действительно, если величина 2 так мала, что ею можно 
пренебречь в наших формулах, то мы получаем: 


Хх = у |, -- У. Е, $1 (па! -- а, | — > БО, 


и движения записывающей точки в каждый момент времени оказы- 
ваются строго пропорциональными действующей силе. Требование, 
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—_ — — _ к -- - — - — — _- _- - —3=— 


чтобы = бы:о как можно меньше, означает, что частота собствен- 
ных колебаний а, должна быть по возможности больше тех частот, 
которые содержатся в переменной действующей силе -Р(Г) 


в 
@0 > а, и? > ал. 


Значит, прежде всего нужно устроить прибор так, чтобы масса т 
подвижных его частей была как можно меньше, а коэфициент Б 
как можно больше. Но, с другой стороны, увеличение коэфициента 
упругости $ уменьшает амплитуды записи (см. выражение для х 
при г =1), т. е. прибор делается менее чувствительным. Поэтому 
на практике приходится выбирать некоторый средний путь между 
болыною точностью и большою чувствительностью, сообразуясь 
с тою целью, для которой предназначен прибор. Вообще, чем мед- 
леннее изменения регистрируемой силы,’ тем легче ее записать 
с требуемой точностью. 

Практика показала, что величина 2 == 0,03 для большинства слу- 
чаев вполне достаточна. Задавшись определенным @, мы можем 
на основании вышенаписанных формул определить, какова будет 
точность записи. 

89. Решение уравнения последовательным приближе- 
нием. До сих пор мы рассматривали только такие уравнения дви- 


жения, которые содержали величины х, х, х в первой степени 
(линейные диференциальные уравнения), и мы пользовались этим 
обстоятельством, составляя полное решение в виде суммы отдель- 
ных частных решений того же уравнения. Если же в диференциаль- 


ные уравнения входят высшие степени х, х, х, то этого делать 
уже нельзя, и вообще решение уравнения значительно осложняется. 
Однако в тех случаях, когда коэфициенты при высших степенях 
этих функций сравнительно малы, мы можем применить так назы- 
ваемый снособ последовательных приближений. Как пример при- 
менения этого способа мы рассмотрим движение материальной точки 
под цействием упругой силы, пропорциональной первой и второй 
степени отклонения, а для того, чтобы не осложнять задачи, пред- 
положим силу трения ничтожной. Уравнение движения при этих 
условиях будет 


тх ох -Е сх? =0, 


и пусть коэфициеит с гораздо меньше 6. 


— ——— дд 
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В первом приближении мы можем даже пренебречь членом сх?’ 
и написать решение в известной нам форме (133, 77) 


т Г 
Х1 = А с0$ (пё-Ё Я), а = ну › 


где А ид произвольные постоянные. 
Это решение мы подставляем в наше уравнение на месго х” в 
получая новое уравнение 


А 


р Л? 
2 —С5 60$ (2аг 24), 


тх-Н ох = — СА? с0$? (аа) =— с 
вычисляем х как второе приближение, При эгом справа стоящее 
выражение играет теперь роль внешней силы, и, следовательно, для 
второго приближения мы получаем (133, 77) (2—2): 


СА? ‚, СА? 
х. =-— 55 -- 65 °0$ (2аё-—- 272). 


Более точное решение уравнения, т. е. первое и второе прибли-- 
жение вместе, будет: 


С 


1 , тс 
Х = — 0 -; А? А ссз (@ё -- а)-|- $ -- А? со$ 2 (а -{- 2). 


Подобным же образом мы могли бы вычислиль и третье при- 
ближение, подставив это выражение на место х? и снова решая 
уравнение, и т. д. Однако этот способ требует некоторой осторож- 
ности; необходимо проверить, действительно ли получаемый таким 


“ С 
путем ряд Фурье сходящийся. Впрочем, чем меньше отношение -, 


тем быстрее будут убывать дальнейшие члены ряда, и тем скорее 
он будет сходиться. 

Сравнивая полученное нами теперь решение с прежним, когда 
не было члена сх”, мы видим, что теперь в периодическом движе-. 
нии точки появились гармонические колебания с удвоенною, утроен- 
ною и т. Д. частотою, так называемые обертоны. Кроме того, у нас 
получился постоянный член, благодаря которому колебания де- 
лаются несимметричными по отношению к нулевому положению 
точки. Эта асимметрия будет иметь место всегда в том случае. 
если /(х) содержит четные степени х; нечетные степени х даюг 
только симметричные колебания. 
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Полученное нами второе приближение можно еще усовершен- 
ствовать, если ввести поправку и в частоте колебания. Для этого 
подставим выражение 


ХФ Аз -|- А сз (а# -- 4) — < А? 0$ (2а# -|- 29) 


з наше уравнение 
тх -- Ьх -—- сх? = 0. 


В результате этой подстановки мы получим целый ряд членов 
< частотами а, 2а, За, 4а, но амплитуда первого члена с часто- 
тою @ будет настолько больше остальных, что остальными членами 
мы можем пренебречь и напивать: 


|- а? а —8 (5) с0$ (аё-- а) =0, а? —_^.. 


Для того чтобы удовлетворить этому уравнению, мы должны 
приравнять выражение, стоящее в скобках, нулю; это дает нам для 
частоты а значение 


=6у т 


С 
а по малости - МЫ Можем даже написать 


ф 


Итак, если упругие силы пропорциональны и первой и второй 
<тепени отклонения точки, то частота колебания делается немного 
меньше, чем та частота, которую мы получаем при наличии только 
первой степени х. Это уменьшение частоты пропорционально квад- 
рату отношения коэфициентов упругости с и В и кроме того про- 
порциопально квадрату амилитуды колебаний точки. 

90. Теория комбинационных колебаний. Если на каком- 
нибудь музыкальном инструменте с длительными звуками, например 
на органе, фисгармонии или на скрипке и т. п., взять два разных 
звука с частогами а, и а, и притом взять их посильнее, то ухо 
наше может уловить, кроме взятых звуков, еще звук более низкий, 
с частотою (а, — а.). Этот так называемый разностный тон был 
открыт уже давно (1740) музыкантами Зорге, а затем Тартини. 
Теория же эгого явления была дана Гельмгольтцем, который пока- 
зал, что кроме разностного тона появляется также и суммовой тон 
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- — к =. — — —— а р км Е О 


< частотою а -|-@а, и что разностный и суммовой тоны пред- 
ставляют только частные случаи более общего явления так назы- 
ваемых комбинационных колебаний. Теория Гельмгольтца основана 
на предположении, что при сильных колебаниях упругую силу уже 
нельзя считать строго пропорциональною отклонению, а при нали- 
чии в /(х) высшах степеней х появляются именно те колебания, 
которые были открыты Зорге и Тартини, и кроме того еще целый 
ряд других колебаний. Нарушения пропорциональности силы упру- 
гос:и отклонению могут происходить или в самом инструменте, 
производящем звуки, или в воздухе, проводящем звуки, или нако- 
нец в нашем ухе; в первых двух случаях комбинационные тоны 
называются объективными, а в последнем случае они называются 
субъективными. | 

Для того чтобы показать, что предположение Гельмгольтца до- 
статочно для объяснения появления комбинационных колебаний, на- 
пишем уравнение движения точки с упругой силой, пропорциональ- 
ной первой и второй степени х, и пусть на точку действуют две 
внешние силы с частотами а; и а.: 


э 


.. - __ , , 

тх-ф-гх + 6х =, зтаЁ-- Е, мп а.Ё — сх*. 

Мы применим для решения этого уравнения способ последова- 

тельных приближений, как в предыдущем параграфе, в предполо- 
С ь 

жении, что отношение -- очень мало. В первом приближении 


| 
(при с? ==0) имеем (см. 133, 77): 


х == Е ‘зп (а, -- 4.) + к ат (а. — $5). 


Подставляя это выражение х в с^х?, получаем в правой части 
уравнения 


Ю. Е, | 
_- с (11|) зе (аи )—с( ь : $11? (ай -4.,) — 


КЮ Е Е» 


— 92 — 


$1 (а, — 91) $1 (а, — %.), 


Или 
ло ] о 
—_ 5 И [(К, Е)? -- (К.Е) ] р. и (К, Е)? со$ 2 (и. — $, - 
(©, Р,)* со 2(а.ё $»). р К.Ю, Е, Р, [со (фа) —(и— 4) — 
> 0$ [ (а. На) #— (в $1. 


11. Теоретическая физика. Ч. И. 
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В соответствии с этим и решение уравнения во втором при- 
ближении тоже будет содержать члены с частотами 2а., 2а,, 
(а — а.) и (а. а.). Мы не будем здесь выписывать выражения 
для амплитуд этих членов, способ вычисления которых ясен из пре- 
дыдущего, а укажем только, что если бы мы продолжали наши 
вычисления в том же направлении, т. е. подставили бы выражение 
с частотами @., а», 2а:, 2а., (а, — а.) и (а--а,) — опять в — сх?, 
то получили бы еще добавочные частоты, кроме этих: 

при возведении в квадрат, частоты 44а, 4а,, 2(а, —а.), 
2 (а, —а.); 

‚при составлении удвоенных произведений 3@., За, 2а, Е а.» 
а, = 24а, ит. д. 

Обобщая эти соображения, мы можем высказать следующее 
общее правило. 

В тех случаях, когда пропорциональность силы упругости и откло- 
нения точки заметным образом нарушается, в принужденных коле- 
баниях точки, кроме частот действующих сил @ и 4.5, появляются 
еще частоты, которые можно выразить общей формулой 


та; -Е па., 


ге т и п суть любые целые числа. Эти колебания называются 
комбинационными колебаниями, потому что их частоты суть ли- 
нейные комбинации с коэфициентами из целых чисет, составленные 
из частот данных действующих сил. 

Положив т —=— и==1, получаем разностные и суммовые тоны, 
открытые Зорге, Тартини и Гельмгольтцем. Существование комбина- 
ционных тонов высшего порядка тоже было доказано на опыте 
Гельмгольтцем. 

Если положить п=0, а т=1, 2, 3... (принять только одну 
действующую силу), то получим комбинационные колебания с удвоен- 
ной, утроенной и т. д. частотами. Строго говоря, те собственные 
колебания точки, при наличии членов с высшими степенями х, о ко- 
торых мы говорили в предыдущем параграфе, тоже представляют 
собою комбинационные колебания. Постоянный член в принужден- 
ных колебаниях, так же как и в собственных колебаниях точки, 
появляется всегда вследствие влияния четных степеней х в упру- 
гой силе. 

Что касается амплитуды комбинационных тонов, то, вообще 
говоря, амплитула их булет тем меньше, чем меньше отиошение 
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и и чем больше т и п. Однако в частном случае, когда частота 


какого-нибудь комбинационного тона окажется вблизи частоты соб- 
ственных колебаний точки, этот тон, благодаря резонансу, может 
выделиться с большею силою. 

Теория комбинационных колебаний играет большую роль не 
только в акустике, но и в технике электрических колебаний. 

91. Движения точки в пространстве. До сих пор мы 
изучали колебания точки, происходящие по прямой линии, по 
оси ХХ. Предположим теперь, что точка может двигаться в трех- 
мерном пространстве по любому направлению и находится под 
дейсгвием упругой силы, величина которой пропорциональна рас- 
стоянию г рассматриваемой точки от какой-нибудь другой непо- 
движной Точки, которую мы и в этом случае примем за начало 
координат. 

Уравнение движения будет: 


тг г =0. 


Для упрощения задачи влияние трения мы не приняли во вни- 
мание. Это векторное уравнение эквивалентно трем скаларным 
уравнениям: 


тх 6х = 0, ту - БУ=0, тг 62 =0, 


которые совершенно независимы друг от друга и могут быть ре- 
шаемы каждое в отдельности. Интегралы этих уравнений нам уже 
известны, а именно: 


х = А, со аё -|- В. $'п а, . 
у= А, с0$ аё -|-- В. $т ав, 2 аи 8 
2 = А. с0$ аё -|- В, $т а, 1 т 


причем произвольные постоянные А и В определяются начальными 
данными. Число произвольных постоянных шесть: три из них опре- 
деляются тремя начальными координатами и три другие — началь- 
ными скоростями. 

Для определения трасктории точки мы должны исключить из 
эгих уравнений время. Основываясь на том, что исключение одного 
неизвестного из трех линейных уравнений приволит к детерминанту 
11* 


=——— джо т — 
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из коэфициентов уравнения, который должен при этом быть равиым 
пулю, можем написать: 


А: В, 
А. В, у |=0 
А, В, 2 


Это представляет собою уравнение плоскости, в которой, сле- 
довательно, и будет происходить движение точки. Такой результат 
мы могли предвидеть. Действительно, момент действующих сил во- 
круг начала координат равен нулю, а потому и момент количества 
движения точки должен оставаться все время постоянным (46, 26) 
и по величине и по направлению; а это означает, что движение 
будет происходить в плоскости, перпендикулярной к направлению 
момента количества движения. Впрочем, начальные данные могут 
быть таковы, что эта плоскость, оставаясь себе параллельною, дви- 
жется равномерно в пространстве. Если мы отвлечемся от этого 
последнего движения, то можем упростить нашу задачу, приняв 
плоскость движения за плоскость координат ХУ, и написать реше- 
ние в форме: 


х == Асозай у—= Взш (аЁ-- а). 


Для исключения времени из этих двух уравнений разделяем их 
на соответственные амплитуды и составляем выражение, написанное 
слева: 


хе [)" “Уз: — 2 
(=) |5; 27 я та == с057 4. 


Как видим, все гармонические члены пропадают, и у нас остается 
справа только со5? @. Траектория движения точки получается в виле 
эллипса. Величина полуосей этого эллипса и их направление зави- 
сят от А, Виа. 

В случае а==0 или а == 1802? мы получаем: 


ут 


"т, е полуоси эллипса А и В имеют направление осей координат 
Х и Г. Если кроме того А == В, то движение происходит по кругу. 
Последний случай мы можем трактовать еще иначе (ср. 84, 46). 
Нри движении по кругу центробежная сила остается постоянной и 
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должна все время быть в равновесии с упругой силой, притяги- 
вающей точку к центру; или в формулах: 


оз ркг\? 
рг— т -, 6? —т =]. 

Г 1 
Отсюда можем определить период ТГ обращения точки вокруг 
центра, или, что то же самое, период колебаний проекций точки на 


оси координат 


в согласии с нашими прежними результатами. 
Указанные выше два случая, 4—0? и а= 1805, хотя и приво- 

дят к траектории одной и той же формы, но движения по эллипсу 

происходят по противоположным направлениям. В первом случае 


мы имеем 
х = А со$ а&, у = В зт ав 


и движение происходит в том направлении, в котором растут углы 
в тригонометрии. 

Если смотреть на плоскость ХУ, то мы увидим движение по 
эллипсу против стрелки часов. Момент количества движения и сек- 
ториальная скорость будут направлены на нас, т. е. по положитель- 
ной оси Й. 

Во втором случае, при а == 180°, мы получаем 


х = А со$ а, у= —Взтаь 


и движение происходит по стрелке часов, противоположно счету 
углов в тригонометрии; секториальная скорость паправлена от нас 
к чертежу, т. е. по —Й. 

Если а = -+- 90°, 


х —= А созаь у = В со$ а, 


то движение происходит по прямой ЛИНИИ, составляющей с осью Х 


угол $, 
У 


ша. 

х В 

Так как сложение двух гармонических колебаний одного ни 
того же периода, ио разных фаз, встречается довольно часто не 
только в механике, по Также в электротехнике (двигатели с вра- 
щающимся магнитным полем) и в оптике (световой луч с круговой, 
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эллиптической и плоской поляризацией), то мы советуем читателю, 
лля более наглядного уяснения процесса сложения колебаний, не 
ограничиваться одними выводами соответствующих формул, а про- 
делать самому графическое построение, показанное на рис. 59. 

На двух взаимно перпендикулярных диаметрах ХХ и УТ круга 
отложены положения колеблющихся точек через каждую шестнад- 
цатую долю периода колебания Т. На рис. 59, а обе точки одно- 
временно (см. нулевое положение точек, рис. 59, а) начинают свое 
движение с концов диаметров ХХ и УТ и затем одновременно 
находятся в точках, обозначенных одинаковыми цифрами; 1, 2, 3 


Рис. 59. Сложение двух взаимно перпендикулярных гармонических колеба- 
ний одного периода. 


и т. д. до 8. Если из каждой точки восставить перпендикуляры и 
определить точки пересечения соответственных (т. е. одинаковых ну- 
меров) перпендикуляров, то мы получим результирующее движение 
по прямой линии, наклоненной под углом в 45° (так как у нас 
здесь А = В), изображенной на рис. 59 жирной линией. Аналити- 
чески это движение изобразится формулами: 


== А с0$ аЁ, у = А со$ аё. 


Если мы, оставив все номера положений точки У на месте, 


сдвипем все номера точки Хх влево на два помера, т.е. на периода, 


: 
1. 
10 это означает, что точка х начала колебаться на $ Г раньше, чем 
точка у, и формулы колебаний будул: 
Хх —= А со$ (аё- 455), У— А с05 аЁ 


Соединяя опять (рис. 59, Б) все пересечения соответственных пер- 
пенликуляров, получаем эллиптическую кривую и притом с дви- 
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_ - ——— —-щ - — аж 


жением по ней точки в положительном направлении (против стрелки 
часов, как растут углы в тригонометрии). 

Наконец, если мы, опять при тех же положениях точки у, сдви- 
нем все положения точки х еще на два номера влево, значит, всего 
на четыре номера, что соответствует разности фаз в четверть 
периода, или 90°, то для траектории точки получим круг, изобра- 
женный на рис. 59,с, с движением в положительном направлении 
{см. стрелки на рис. 59, с). Аналитически это движение выразится так: 


Хх = А со$ (2#-|- 90°) = —А зп а, у== А со$ а4. 


В заключение обращаем внимание на следующее обстоятельство. 
В общем случае, когда точка притягивается к началу координат с 
силою, пропорциональною расстоянию, у нас получаются эллипти- 
ческие орбиты, т.е. такие же орбиты, как и для планет, притяги- 
ваемых Солнцем. А между тем сила притяжения Солнца обратно 
пропорциональна квадрату расстояния. Но дело в том, что здесь 
у нас центр тяготения оказался в центре эллипса, между тем как 
Солнце находится в фокусе планетных орбит. Мы видим такам 
образом, что, несмотря на малый эксцентрицитет планетных орбит, 
подмеченное Кеплером обстоятельство, что Солнце помещается в фо- 
кусе (77, 42), а не в центре эллиптических орбит планет, имеет 
большое принципиальное значение. Если бы в первом законе Кеп- 
лера стояло „в центре“ вместо „в фокусе“, то при выводе закона 
всемирного тяготения Ныотона мы получили бы пропорциональность 
расстоянию, а не обратную пропорциональность квадрату расстояния. 
Но это совершенно расходилось бы с другими небесными явлениями 
{например с явлениями комет), и Ньютону пришлось бы исправить 
первый закон Кеплера. 

92. Фигуры Лиссажу. Мы теперь предположим, чго точка 
движется в плоскости ХУ под действием сил, зависимость которых 
от расстояния точки до начала выражается не в векторной, а в 
более общей тензорной форме (ч.1, 179, 135). 

Другими словами, мы предположим, что коэфициенты упругости 
по направлениям х и у разные. Тогда уравнения движения будут: 


тх-- вх =0, ту-- 6х =0. 


Соответственно с этим у нас по осям Хи У получатся разные 
частоты колебаний точки: 
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формулы движения точки 
= А, с0$ (авЁа), у= А, с0$ (а. -- а.) 


дают траектории, известные под названием фигур Лиссажу; Лис- 
сажу дал изящный способ их воспроизведения. 

Проше всего можно реализовать подобные движения, если взять 
стальной стержень прямоугольного поперечного сечения, в котором 
ширина а немното болыше толщины д, и, зажав один его конец 

в тиски, к другому концу прикрепить 


и” какую-нибудь массу т (рис. 60). Упругая 
У__ о сила, возникающая при изгибе стержня и 
г --у возвращающая массу т к ее положению: 
, равновесия, будет при отклонении по оси у. 
Хх 
к-а-= 
7722 
ИД 
' 7 
| 
| 
Хх 
АА А 
*с \ 
$ 
Рис. 69. Колебания стержня. Рис. 61. Метод Лиссажу. 


вдоль @ больше, чем при отклонении по оси х, вдоль 6. Вслед- 
ствие этого, если отклонить массу т от ее положения равновесия, 
под некоторым углом к направлениям а и 6, и затем дать ей сво- 
боду, то она начнет колебаться одновременно и по направлению а 
и по направлению 6, но с разными частотами, и будет описывать 
фигуры Лиссажу. 

Метод самого Лиссажу несколько сложнее, но зато он позво- 
ляет менять частоты колебаний а, и а., независимо друг от друга 
и получать фигуры разнообразного вида. Луч света (рис. 61) от источ- 
ника 5 направляется на зеркальце, прикрепленное к камертону (или 
пружинке) А, колебапия которого поддерживаются на постоянной 
амплитуде при помощи электромагнита (по тому же принципу, как 
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в обыкновенном электрическом звонке). Отразившись от зеркальца А, 
луч света попадает на зеркальце В, прикрепленное к другому камер- 
тону, и наконец попадает на экран С. 1:1 7:2 
Так как камертоны расположены пер- 
пендикулярно друг к другу, то луч све- 
та чертит на экране результирующее 
колебание в виде фигуры Лиссажу. 

Если частоты обоих камертонов со- 
измеримы, т. е. т колебаний одного 
камертона занимают столько же времени, 
что и Л колебаний другого камертона, 
причем м и п — целые числа, то, оче- 
видно, через промежуток времени 
тТ, =пТ, мы получим на экране опять 
то же самое положение точки, и все 
движение будет строго периодическое; 
фигура Лиссажу на экране не будет ме- 
нять своего вида. Если же периоды 
колебаний несоизмеримы, то фигуры 
Лиссажу будут постоянно меняться. При 
небольшом отклонении от соизмеримо- 
сти фигура Лиссажу будет меняться 
так, медленно, что можно уследить за 
ее постепенным изменением и даже оп- 
ределить с болыною точностью, на- 
сколько отношение между частотами 
отступает от отношения целых чисел 
т: п. , 

На рис. 62 изображены фигуры 
Лиссажу, которые появляются последо- 
вательно при камертонах, настроенных 


—— 


почти в унисон (т: п=1:1). Этот Рис. 62 и 63. Фигуры Лис- 


рис. 62 служит таким образом даль- Сажу для унисона и для 
октавы при разных фазах. 
нейшим развитием рис. 59. Парал- 
лельно с этим на рис. 63 изображены фигуры Лиссажу для случая 
т:п —1:2 (настройка камертонов в октаву). 
Предположим, например, что частоты обоих камертонов отли- 
чаются друг от друга на небольшую величину 9, т. е. что они 
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О РР И 


настроены почти в унисон. Оба звука будут производить биения 


(116, 68): 


— 6 а а. 
с0$ 41Ё-|- с0$ а.Ё = 2 с05 5 #405 —0— Е, 
2х 
с частотою 6 или с периодом Т, —=-;. 


Одновременно с этим на экране мы увидим результирующую 
двух колебаний, из которых одно происходит горизонтально, а дру- 
гое вертикально. Если бы оба камертона были настроены точно в 
унисон, то мы получили бы на экране прямую линию, эллипс или 
круг, смотря по разности фаз между обоими колебаниями; но при 
небольшом расстройстве камертонов мы имеем два колебания 


со$ а1Ё -[- с0$ (а; Ё — 81), 


разность фаз которых медленно меняется, а потому и фигура Лис- 
сажу на экране будет постепенно меняться (ср. рис. 59), переходя 
от прямой линии к эллипсу, кругу и затем опять через эллипс к пря- 


мой линии, как это показано на рис. 62. Через промежуток вре- 


2 
мени: { —-- фигура снова примет свой прежний вид, а затем опять 


булет проходить все указанные стадии в том же порядке И Т. Д: 
2х 
Период возвращения к прежней форме -,- равен периоду биений. 


Наблюдение фигур Лиссажу позволяет, следовательно, опреде- 
лить разность частот двух колебаний с большою точностью, и 
часто этот метод предпочтителен перед методом биений, где мо- 
менты максимума или минимума силы звука не могут быть так 
точно определены. 

93. Связанные колебания. Бывают случаи, когда движения 
точки по оси Х и по оси 7 не независимы друг от друга, как это 
имело место в наших примерах до сих пор; иногда движения точки 
по одной из осей вызывают силы, направленные по другой оси. 
Мы рассмотрим сперва случай, когда эти силы пропорциональны 
отклонениям точек и представляют так называемую упругую связь 
между движениями по осям Хи 7. Напишем уравнения движения 
в форме 


у -- ау -|- ах ==0, 


причем 
2, 9 
ат Е, —45^.. 


—- дд 
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Мы разделили уравнения на 1 и ввели частоты а и а, соб- 
ственных колебаний точки; кроме того, и коэфициенты упругой 
связи у нас представлены в виде произведений из соответственной 
частоты а и коэфициента А. На приведенные выше уравнения мы 
можем смотреть или как на проекции движений одной и той же 
точки на оси Х и У или как на уравнения движения двух разных 
точек, связанных упругою связью. 

Задавшись для решения этих уравнений формулой гармониче- 
ских колебаний и приняв во внимание основной закон гармониче- 
ских колебаний (110, 63) 


х == — ах, у = — а?у, 


мы можем написать наши уравнения в следующем виде: 


(ета) х= му, 
(— а? - а) у= —а3А,х. 


Для исключения Х и у перемножим эти уравнения друг на 
друга; в результате получаем для определения искомой частоты ко- 
лебаний биквадратное уравнение 


(42) — (а -|- а2) а? | аа? (1 — Е?) =0; = К,. 
Решение этого уравнения таково: 
| ист 
91 =. (а а) -Е 5 И (@? — а?) -- (2а. ак). 


Это означает, что каждое из рассматриваемых движений, и х 
и у, будет происходить с двумя частотами а’иа”, и, следовательно, 
движение точек в самом общем виде выразится формулами: 


х=А, со$ (а1-- а, )-|- А, соз (а"ёЁ | а.), 
у— В, соз (а + В.) + В, соз (а”Ё-- Во). 
Эги формулы содержат восемь посгоянных, между тем как по 


начальным данным Ху, У» Ху У, мы можем определить только 
четыре произвольных постоянных интеграции. Но дело в том, что 
введенные нами постоянные А, В, а, В не независимы друг от друга. 
Действительзо, при полстановке этого решения в исходное уравне- 
ние, мы получим в каждом уравнении две разных частоты а’и а”, 
и уравнение может быть удовлетворено только в том случае, если 
сумма членсв каждой частэты в отдельности равна нулю. Таким 
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образом наши два исходные уравнения распадаются на четыре 
уравнения, которые вместе с четырьмя уравнениями начальных 
данных дают восемь линейных уравнений, вполне достаточных для 
определения восьми постоянных, входящих в наше общее решение. 

Мы остановимся несколько подробнее на том частном случае, 
когда частоты колебаний, при отсутствии связей, для обеих то- 
чек одинаковы, т.е. а, = а5. Тогда 


а? = а1 (1-5 ®). 


Если связь очень слабая, то мы можем даже написать: 


а=а, (1==54)- 


Далее предположим, что начальные условия таковы, что @, ==12,== 
—8. = 8. ==0; тогда, подставляя решение 


х=А, соз (а!) | А, соз (а”1), 
у = В, соз (а'1) -- В, соз (а"1) 
в исходное уравнение и написав его для каждой из двух частот а 


и а” в отдельности, получаем четыре уравнения; из этих четырех 
уравнений нам достаточно только двух: 


(— (а а) А, = —@1^ В, 
(— (а”)? —- а) А. — — ак, В.о. 
Так как а`>а, аа’<а,, то, если А. ==А,, В. = —В., и мы 


получаем для рассматриваемого случая решение в виде: 


Хх — А (с0$ (а'8) -- со$ (а”Ё,) =2А с0з =. ЕЁ. с0$ а Ё, 


У=А (со$ (а'Ё) — соз (а"Ё)) = 2Азт -) КЕ. эт а. 

Каждая точка совершает колебания, состоящие из двух колеба- 
ний, немного разнящихся друг от друга частотою, и мы можем на- 
блюдать явление биения. Одна из частот больше той, которая имела 
бы место при отсутствии связи, а другая частота меньше нормаль- 
ной частоты. Разность полученных двух частот тем больше (биения 
тем чаще), чем сильнее связь между точками. 

Совершенно аналогичные явления мы получаем и в том случае, 
когда связь между двумя точками такова, что сила, действующая 
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на одну из них, пропорциональна ускорению другой точки, на- 
пример: 
.. , и 
х-ра:х .У = 0, 
Уаз 2х =0, 


Такая связь в отличие от упругой связи иазывается инерциальной 
связью. 

Уравнения эти решаются совершенно тем же способом, как и 
при упругой связи, а потому мы можем ограничиться приведением 
результата вычисления 


еее в [© +8) -- ИР ®) вии. 


В случае а} = 2 имеем: 


Если упругая и инерциальная связи действуют одновременно, 
то для тех же условий получаем частоты 


Мы предоставляем читателю для упражнения проделать вычисле- 
ния и для того случая, когда две точки связаны взаимным тре- 
нием, т. е. когда скорость одной из точек вызывает силу, дей- 
ствующую на другую точку. 

Все эти случаи связей имеют техническое применение не только 
в механике, но главным образом в технике электрических ко- 
лебаний. 

94. Энергия колебаний. Как при всяком движении мате- 
риальной точки, так и при`‘колебаниях точек мы можем различать 
два рода энергий: кинетическую и потенциальную. Если точка 
совершает гармонические колебания 


х = Аз (9&— 9), х — Аасо$ (1—4), 
то ее кинетическая энергия будет равна 
Ека = , т (= А?а? со? (аё — И а: || -- с0$ 2 (4 —ч)|. 


Кинетическая энергия представляег собою тоже гармонически 
изменяющуюся со временем величипу; только период колебаний 


174 \У!. ТЕОРИЯ КОЛЕБАНИЙ 


= д — ——_ джо А———————————— 


энергии вдвое меньше, а частота колебаний вдвое больше, чем ко- 
лебаний самой точки; кроме того, колебания энергии несимметричны, 
Аза? 
т 

Для определения потенциальной энергии точки нам необходимо 
вычислить работу при перемещении точки от х =0 до х под дей- 
ствием сил упругости: 


и ее средняя величина за время одного периода равна 


х 


| 
Еры== | рх. Чх = 5 рх?, 


0 


откуда заключаем, что потенциальная энергия колеблющейся точки 


равна * 


Вр == 6х? ФАЗ ША (аё — ф) ==" [1 — 6082 (а — 4) 


Во время колебания точки кинетическая ее энергия превращается 
в потенциальную, и обратно: это превращение происходит гармони- 
чески с частотою 2а, причем сумма кинетической и потенциальной 
энергий все время остается постоянной. 

Положив для собственных колебаний точки 


Ь — та?, 


получаем действигельно 


тА?а? 
Ект -- Е ро — 2‘ 


Рассмотрим теперь передачу энергии в принужденных колеба- 
ниях. Умножим для этого уравнение (131, 77) 


тх - гх-- 6х --: Е) аё 


на скорость точки х. Тогда получаем справа произведение силы 
на скорость, т.е. на путь, пройденный в единицу времени. Оче- 
видно, это равно работе силы в единицу времени, или эффекту 
силы (39, 18). Для принужденных колебаний эффект силы выра- 
зится так: 


ЕБ.х = Ро зп а#. Аа со$ (а — $) = 
— Р, Аа зп аё- с0$ аЁ. с0$ © —- Е, Аа $п? аЁ. ту. 


Первый член этого выражения представляет собою симметрич- 
ное колебание эффекта, между тем как второй член указывает на 
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односторонний эффект, и мы можем считать, что в среднем сила Р 
постоянно производит работу (148, 84): 


У — 5 РоАа-з1п ф 


в единицу времени. Эта работа может итти только на трение. 


И, действительно, при умножении уравнения на х первый и третий 
члены левой части уравнения дают строго симметричное колебание 
энергии 

[-- тА?аз -- ВА?а] эт (ай — 3) -с0$ (ай — 9) = 


— тА?а?а [1 — 2?] $п (2 — $) -с0$ (а — $), 


между тем как второй член, с коэфициентом трения г, поглощаег 
ежесекундно количество энергии 


гх.Х == ГА? а? с0$? (а — 9). 
Если мы приравняем среднюю величину ежесекундно поглоща- 
емой энергии средней величине энергии, производимой силой Р 
тоже ежесекундно. то получим уравнение 


1 1 . 
5 гА?а? == -5` РоАа- эт, 


из которого можно определить амплитуду принужденного колебания 


7. __ Ро т ф __ А-Я ф 


га 42 '’ 


в полном согласии с тем, что мы получили раньше (134, 78). 

Итак во время действия внешней периодической силы на коле- 
блющуюся точку часть работы внешней силы постоянно погло- 
щается трением, другая же часть совершает колебания с частотою 2а; 
в течение одного полупериода колебаний энергии (т. е. в течение 
одной четверти периода колебания точки) энергия точки растет 
за счет работы внешней силы, а в течение другого полупериода 
точка отдает свою энергию наружу; таким образом амплитуда коле- 
баний точки поддерживается на постоянной величине. 

Наконец рассмотрим, что происходит при связанных колеба- 
ниях двух точек по формулам 


х=2А с0$-_ ЕЁ. с0$ аЁ 


И 


у— 2 Азш _ АДЁ. т аЁ. 


г 
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Амплитуды этих колебаний периодически изменяются, причем 
когда амплитуда одного из колебаний наибольшая, амплитуда дру- 
гого колебания равна нулю. В соответствии с этим и энергия 
колебаний колеблется между системой х и системой у. Период 
колебания энергии в этом случае равен 


а =, т=-^. 


Явление перехода энергии от одной системы к другой легко 
наблюдается на очень простом приборе, придуманном Обербеком. 
Два одинаковых маятника (рис. 64) повешены на общей перекла- 

дине недалеко друг от друга и связаны 
м М на некотором расстоянии от точек при- 
веса тонкою нитью с грузом посредине. 
Если отклонить один из маятникоз и 
дать ему свободно совершать колебания, 
то мы увидим, как второй маятник 
тоже понемногу начинает раскачиваться, 
между тем как амплитуда первого ма- 
ятника понемногу уменьшается. Когда 
амплитуда второго маятника достигла 
начальной амплитуды первого, то этот 
последний, потерявши всю свою энер- 
Рис. 64. Связанные маятники. ГИию, висит почти неподвижно в поло- 

жении равновесия. С этого момента 
второй маятник берет на себя роль действующей силы и рас- 
качивает первый маятник; энергия возвращается снова к первому 
маятнику и т. д. Явление это периодически повторяется. Чем тя- 
желее груз, висящий на нитке, тем сильнее связь обоих маятников, 
и тем быстрее совершается переход энергии от одного маятника 
к другому. Впрочем полный переход энергии от одной системы 
к другой происходит только`в том случае, когда обе системы 
совершенно одинаковы. На рис. 65 изображены колебания обоих 
маятников. Кроме явлений биений и перехода энергии от одного 
маятника к другому показано постепенное затухание колебаний 
вследствие потери энергии на трение. 

95. Поддержание колебаний односторонней силой. В тех- 
нике имеется целый ряд приспособлений, в которых действующая 
сила остается как булто постоянной, а между тем она поддержи- 
вает колебания системы. Самый известный пример полобного рода 
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-щ - дожди — 


приспособления это — электрический звонок, действующий по- 
стоянным током. Сюда же относится и действие смычка на скри- 
пичную струну; смычок ведется все в одну сторону, в то время 
как струна под ним совершает колебания постоянной амплитуды. 
Точно так же получаются звуки органных труб и других духовых 
инструментов при вдувании воздуха все в одном и том же напра- 
влении. В электротехнике, и в особенности в радиотехнике, при 
яомощи постоянного тока получаются электрические колебания 
ит. д. 


э> 
р 
и 
` 
/ 
у 
/ 
\ 
` 
х 
© 
и 
, 
! 


ча» Фденыь 2 о > чаши © тим Ф чать | 
р-- очно осшьо ть > оннночо чиныо © чить © чо ° 


Рис. 65. Графики колебаний двух связанных маятников. 


Между тем, само собою разумеется, чго постоянная сила может 
произвести только постоянное, статическое (132, 77) отклонение 
точки или системы от ее положения равновесия, и если во всех 
перечисленных примерах и получаются колебания, то это объяс- 
няется тем, что связь действующей силы с данной колеблющейся 
системой непостоянна, а зависит или от отклонения, или от ско- 
рости, или, наконец, от ускорения колеблющейся точки. Так, на- 
пример, в электрическом звонке колебания молоточка прерывают 
з известные моменты электрический ток, и действие электро- 
магнита на молоточек делается периодическим. Связь смычка 
-со струною, т. е. трение его о струну, зависит от относительной 
скорости струны и смычка; а так как скорость струны периодична, 
то и сила, действующая на струну и поддерживающая ее колебания, 
тоже делается периодичною. Аналогичные условия имеются и в дру- 
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гих приспособлениях. Не входя в подробности различных устройств, 
мы можем тем не менее высказать некоторые общие условия, ко- 
торым должны удовлетворять подобные механизмы для того, чтобы 
они функционировали правильно. 

Каково бы ни было приспособление для поддержания колебания 
постоянной силой, в нем всегда происходят различного рода тре- 
ния, поглощающие энергию, и, следовательно, механизм будет дей- 
ствовать только в том случае, если эффект действующей силы 
будет иметь в среднем положительное значение 


И, =Р.х > 0. 


А для этого необходимо, чтобы механизм так изменял данную 
ему постоянную действующую силу Ру, чтобы относительная 
сила Е, приводящая механизм в движение, была того же периода, 


что и скорость х, но отличалась от нее по фазе на некоторый угол $. 
Тогда ежесекундная работа, или эффект силы будет равен 


У" — Роз аё. Аа с0$ (а — 9) = Р_Аа ш аё-с0$ аЁсо$ ф 
—- А, Аа $11? аЁ. т ф. 


Средняя величина этого произведения будег 


1 . 
И’, —= 5 ГоАа- т $; 
она будет положительна, если колебания силы будут опережать 
колебания точки на некоторый угол $, и наилучшие условия будут 
достигнуты в том случае, если механизм будет устроен так, чтобы 
Ф — 90°. 


96. Примеры. Для примера рассмотрим с этой точки зрения 
действие электрического звонка, или электромагнитного прерыва- 
теля, или электромагнитного камертона,- все эти приспособления 
принципиально одинаковы. 

Если в начале движения электрический контакт почему-либо не 
проводит тока, то звонок не может притти сам в движение; но 
если даже контакт совершенен, то электромагнит притянет свой 
якорь и будет держать молоточек в отклоненном положении, если 
за время притяжения не произошел разрыв контакта. Бывают слу- 
чаи, когла контакт прилипает или когда в электромагните остается 
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так называемый остаточный магнетизм, —и в том и в другом 
случае сила действия остается постоянной и потому молоточек 
только отклоняется от своего положения равновесия, а не коле- 
блется. 

Но предположим, что сила тока не настолько велика, чтобы рас- 
плавить контакт - - вследствие чего и происходит прилипание, - 
и положим, что между элек- 
тромагнитом и якорем всегда 
остается некоторый проме- 
жуток, — тогда остаточный 
магнетизм быстро пропадает. 
При этих условиях во время 
притяжения якоря электро- 
магнитом совершается поло- 
жительная работа, а во 
время отхода якоря от элек- 
тромагнита, когда движение 
происходит противоположно, 
действующей силе, совер- 


нается отрицательная ра- 


ГА [8 
бота. Для того чтобы по- Рис. 65. Поддерживание колебаний прс- 
рывной силой. 


крыть потерю энергии на 
трение, необходимо чтобы колебания энергии были асимметричны, 
т. е. чтобы положительная работа была больше отрицательной. 
На рис. 66 по линии ОО отложена синусоида, изображающая 
колебания какой-либо системы, в рассматриваемом примере — коле- 
бания молоточка или камертона. Как в том, так и в другом слу- 
чае система имеет определенный период собственных колебаний, но 
вследствие трения эти колебания без поддержки быстро затухают. 
Когла молоточек отклоняется от своего положения О на величину 
ОА, он производит контакт и замыкает провода постоянного тока, 
и в точке @ графика начинает действовать электромагнит (на 
рис. 66 стрелка а). Тем не менее молоточек еще продолжает 
двигаться в том же направлении до точки 6, и притом по напра- 
влению, противоположному направлению силы. Затем молоточек 
меняег направление своего движения, и в промежутке 6с его ско- 
рость одного направления с силой, и сила производит положи- 
тельную работу. Если бы действующая сила электромагнита в 
течение всего времени, пока прололжается контакт, т. е. от а 
12* 
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до с, была постоянна, то ее положительная работа была бы равна 
отрицательной, и она не могла бы поддерживать колебания моло- 
тонка. Но на самом деле сила тока и электромагнита изменяется 
приблизительно так, как показано на рис. 66, В; после момента 
контакта @ сила тока понемногу увеличивается так, что большая 
его сила приходится в промежуток времени дс. Вследствие этого 
положительная работа электромагнита оказывается больше отрица- 
тельной. Обыкновенно к молоточку звонка (и к ножке камертона) 
прикрепляют еще особую пружинку, на которой и находится место 
контакта; благодаря пружинке про- 
должительность контакта и раз- 
ность между положительной и от- 
рицательной работой электромаг- 
нита еще увеличивается. 

Несколько иначе происходит 
поддержание колебаний скрипич- 
ной струны при помощи смычка. 
Положим, что смычок движется 
вверх (стрелка на рис. 67); поль- 

, зуясь силою трения струны о нака- 
Рис. 67. Действие смычка на 

струну. нифоленные конские волосы, смы- 
чок тянет за собою струну от 6 
к а. В точке а сила натяжения струны возрастает настолько, что 
трение смычка уже не в силах удержать ее и струна соскальзывает 
по направлению аб. Во время этого соскальзывания (во время боль- 
ной относительной скорости струны и смычка) сила трения гораздо 
меньше, чем при движении смычка и струны в одном и том же 
направлении. Таким образом и в этом случае положительная работа 
оказывается больше отрицательной, чем и достигается поддержание 
колебаний струны на одной и той же амплитуде, т. е. длительный 

певучий звук скрипки. 

97. Маятник часов. К механизмам, которые сами (автомати- 
чески) регулируют силу, поддерживающую колебания, относится 
и маятник стенных или карманных часов. Действующая сила в виде 
груза гирь Р (рис. 68 и 69), или натяжения пружины, здесь тоже 
действует постоянно, стремясь повертывать ось С зубчатого ко- 
леса А. Но когда маятник М находится в своем крайнем левом 
положении (рис. 68), конец В прикрепленного к нему коромысла 
зацепляет один из зубцов колеса А и не дает ему повертываться; 
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когда же маятник перейдет на свое крайнее правое положение, то 
ту же роль играет другой конец его коромысла В.,. Благодаря 
такому приспособлению зубчатое колесо, а также и все другие 
части часов (зубчатки, стрелки) могут двигаться только во время 
перехода маятника через его нулевое положение, причем от мо- 
мента одного зацепления до момента другого зацепления проходит 
время, равное половине периода качания маятника. Так как период 
качания маятника зависит от его размеров (главным образом от 
его длины) и не зависит от силы натяжения пружины, то часы во 


| з 


Рис. 68 и 69. Поддерживание колебаний часового маятника. 


все время действия груза гирь, или натяжения пружины, идут рав- 
номерно. Применение маятника к регулировке хода часов было 
сделано впервые Галилеем и усовершенствовано Гёйгенсом. 

Но это еще не все. Колебания маятника вследствие трения 
у оси качания и трения о воздух постепенно затухали бы, и при 
малых амплитудах зацепление уже перестало бы действовать, если 
бы маятник не получал периодических толчков от той же самой 
силы — тяжесть гирь, или натяжение часовой пружины, которую он 
регулирует своими качаниями. Действительно, в тот момент, когда 
маятник переходит через положение равновесия (рис. 69) и конец 
его коромысла В освобождает зубец а, этот зубец, соскальзывая 
по небольшому скосу, сделанному на конце крючка В, сообщает 
маятнику толчок по направлению р, т. е. вправо. Когда затем маятник 
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ды дд дд 


сганет переходить с правой стороны на левую, то зубец 6 будет 
соскальзывать по скосу с и сообщит маятнику небольшой толчок 
влево. Благодаря таким толчкам маятник продолжает колебаться 
< постоянной амплитудой. 

На рис. 66 синусоида ОД может изображать колебания часо- 
вого маятника, а график О — сообщаемые маятнику толчки зубчат- 
кой А. 

Описанное здесь приспособление отличается от описанных в 
предыдущем параграфе тем, что теперь механизм не только превра- 
щает постоянно действующую силу в периодически действующую, 
но кроме того он меняет и направление действующей силы так, 
чтобы работа ее была всегда положительная. Очевидно, коэфи- 
циент полезного действия часового зацепления гораздо больше, чем 
механизмов, описанных раньше. В действительности в хороших 
часах на поддержание колебаний маятника тратится очень мало 
энергии. 

98. Метод комплексных решений. В заключение этой главы 
мы считаем полезным указать на один метод решения уравнений 
гармонических колебаний, а именно в комплексной форме. До сих 
пор мы этим методом не пользовались, а задавались обыкновенно 
решениями в форме 


со$ (а -—- 9) ИЛИ $т (аё-— $). 


Подставляя эти решения в диференциальные уравнения, мы опре- 
деляли таким образом а и $. Но так как большинство наших 


уравнений линейны, т. е. с первыми степенями х, х, х, то наряду 
с этими решениями возможны формы решений, представляющие . 
линейную комбинацию этих двух решений. Такими линейными 
комбинациями мы тоже пользовались, например в виде 


А с0$ аё-- В эп аё. 


Но, между прочим, возможна и такая линейная комбинация‘ 


ири =у —1 
60$ аЁ-- {$1 аё == ей, 
а это и приводит нас к решениям в комплексной форме. 

Мнимые величины, взятые сами по себе, не имеют, правда, фи- 
зического смысла; тем не менее, для удобства вычислений, можно 
пользоваться ими, имея в вилу в окончательном результате снова 
перейти к действительным величинам. 
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Итак предположим, чго мы задались решением в форме 
— 2 
х — 0!’ , 


подсгавили его в диференциальное уравнение движения, с целью 
определить ), и в окончательном результате получили, что \ ком- 
плексно: 


\=а-— #1. 
Принимая во внимание, что 
ег (а + #0 Е —е—* (с0$ аё-- 1$т ай, 


мы видим, что комплексное значение ). означает колебания с зату- 
ханием, а мнимое значение ) означает периодические движения. 
Может случиться, что и амплитуда у нас получится комплексной; 


но так как 
А— ет — е* (с0$ $ -- {$ 9), 


то мы видим, что мнимый множитель при амплитуде означает из- 
менение фазы колебания. Мы сейчас применим этот способ к ре- 
шению уравнения собственных и принужденных колебаний точки. 

99. Примеры. Для решения уравнения собственных колебаний 
ТОЧКИ 


тх | гх | 6х =0, 


которое по разделении на т и введении обозначений 


мы можем представить в виде 


х-- 2х -- а2х =0, 
зададимся решением в форме 
х = Ае*: 
и подставим его в диференциальное уравнение. 
Тогда квадратное уравнение 


2__ 
№ -- 24). |- а: ==0 
даст нам для ) значения: 


—=-- № -НИ № — а. 


-_ 
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Если № =0, у нас получается \ мнимым 
\ =, 
и это означает незатухающие колебания 
х == Де, т.е. х= А со аё-- В эт аё. 


Возьмем ли мы при этом квадратный корень со знаком — или — 
это не изменяет нашего решения. 
о _—_ ° 
Если А2 < а, то \==—А, ай комплексно, и мы получаем за- 


тухающие колебания: 
— № — №оЁ 
х—= Ае "со @ё-- Ве“ эт аь а—=У а? — №, 


и, наконец, если А? `> а2, то \ действительно и мы получаем аперио-- 


дическое движение: 
— и — № 
х—= ет" — Ве. 


Все эти решения мы уже рассматривали раньше (124, 73, до 
130, 76). Случай А2—= а? и при этом методе требует особого 
решения: 

х=(А-- Ве. 
В уравнении принужденных колебаний 
тх 2 гх -- вх = Бузш ай 


мы введем принятые нами раньше обозначения и, кроме того, пред-- 
ставим и действующую силу символически, тоже в виде экспонен- 
циальной функции с комплексным аргументом 


.. . 1 
2. = рой 
хх ах = Ре". 
Подставляя сюда решение в форме 
х = Ане, 
мы получаем: 
А, [(— 28-42) -- 24а] ==, 
Разделяя на @2 и обозначая, как и прежде (132, 77), 


а а 
--- ==, 2 —. — == 42, 
(А 90 @0 


получаем: 


А, (1 — 29) 2. = А, 
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Но выражение, стоящее в скобках, комплексно, и его можно пред- 
ставить в виде 

1 ._: 1 

р (608$ 5 $] = ве“, 
положив 


в=ИИ— 2-92, = 


Тогда наше уравнение принимает вид 


92 _. 
1 — 22 


А, —=ЮАе-— 19. 


Комплексная амплитуда означает, что фазы колебаний силы 
и колебаний точки различны, и решение уравнения в окончательном 


виде будет 
х = АА, $ш (а — 9) 


в полном согласии с прежним нашим результатом (133, 77), как 
этого и следовало ожидать. 


ГЛАВА УП. 


ОГРАНИЧЕНИЕ СВОБОДЫ ДВИЖЕНИЯ. 


100. О степенях свободы. В предыдущих главах мы изучали 
гразличные типы движений материальной точки под действием дан- 
ных сил на основании основного закона Ньютона 


тг —=Ё. 


В декартовых координатах это уравнение распадается на три 
‹скаларных уравнения: 


тх =Е. ту=Е„ т2 = 


Если бы мы, вместо прямолинейных координат х, у, =, выбрали 
сферические координаты г, ф, $, или цилиндрические координаты 
х, Ф, 2, или иные какие-либо координаты в нашем обыденном 
трехмерном пространстве, — все равно, во всех случаях мы 
‘получали бы три скаларных уравнения. Это обстоятельство выра- 
жают так: в трехмерном пространстве свободная материальная точка 
‚имеет три степени свободы. 

У нас встречались, правда, случаи, когда точка двигалась в пло- 
‘скости СХ или только по оси ХХ: тем не менее точка обладала 
всеми тремя степенями свободы, но свойства данных нам внешних 
сил приводили к тому, что точка оставалась все время в некото- 
рой плоскости 2Х и ее третья координата у равнялась нулю; 
в других случаях координаты у и 2 оставались во все время дви- 
жения равными нулю, и точка двигалась по оси ХХ. Но бывают 
случаи, когда движение точки в пространстве ограничивается каким- 
либо специально для этой цели устроенным приспособлением, не доз- 
воляющим точке сойти с известной поверхности или с некоторой 
заранее намеченной линии, даже и в том случае, когда внешние 
силы действуют нормально к этой поверхности или к этой линии. 

Так, например, пусть масса т (рис. 70) прикреплена к нижнему 
концу твердого стержня, верхний конец которого подвешен при 


_.- д —_—_ р ———_—_——_——_—до 
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помощи короткой гибкой нити к неподвижной точке О. В этом 
случае масса 2 может двигаться по шаровой поверхности радиуса 
От и не может сойти с этой поверхности, хотя внешние силы 
могут иметь составляющую и по радиусу От. Положение точки 
на шаре определяется двумя координатами (например широтою 
и долготою), и точка имеет на шаре только две степени свободы. 
Изображенный на рис. 70 маятник может качаться и по направле- 
нию ХХ и по направлению УТ. 


7 


Рис. 70. Две степени свободы. Рис. 71. Одна степень свободы. 


Если же мы подвесим ту же массу т на двух твердых стержнях 
(рис. 71), то она будет иметь возможность двигаться только по 
окружности с центром на линии ОО’. Изображенный на рис. 71 маят- 
ник может качаться только в направлении ХХ, перпендикулярном 
оси ОО’. Положение точки на окружности определяется вполне одной 
координатой; например, расстоянием точки от какой-либо нулевой 
точки окружности, принятой за начало счета расстояний вдоль по 
окружности, вместо этого может быть дан угол, образуемый радиу- 
сом-вектором, проведенным в эту точку с каким-либо начальным 
радиусом-вектором. Как видим, в этом случае точка т обладает 
только одною степенью своболы. 

В технике имеется целый ряд самых разнообразных приспосо- 
блений, ограничивающих движение тел и дозволяющих им дви- 
гаться или по какой-либо поверхности или даже вдоль какой- 
либо прямой или кривой линии: рельсы, желоба, канаты, стержни, 
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оси врашения и т. п. Впоследствии мы рассмотрим подробнее 
некоторые из этих примеров, а сейчас можем приступить к форму- 
лировке понятия ограничения свободы движения точки в самом 
общем случае. 

Предположим, что, независимо от основных законов Ньютона, 
координаты точки подчинены еще добавочному условию: чтобы во 
все время движения величины х, У, 2 удовлетворяли уравнению: 


Л (х, У, 2) = 0. 


Но это есть не что иное как уравнение поверхности, на кото- 
рой, следовательно, материальная точка должна оставаться во все 
время своего движения, каковы бы ни были заданные силы. Поверх- 
ность может быть рассматриваема как пространство двух измерений, 
и положение точки на поверхности вполне определяется двумя 
координатами (см., например, Гауссовы координаты, ч. |, стр. 230, 
168). Следовательно, налагая это условие, мы ограничиваем свободу 
движения точки вместо трех степеней свободы: точка имеет те- 
перь только две степени свободы. 

Кроме этого мы можем добавить условие, чтобы координаты 
точки удовлетворяли еше второму уравнению 


Л (х, у, 2) == 0. 


Оба уравнения вместе означают очевидно, что рассматриваемый 
нами механизм устроен так, что точка может двигаться только по 
линии пересечения двух поверхностей 


Л (х, у, 2) =0 И Ло (х, у, 2) =0; 


тогда у точки останется только одна степень свободы. 

Если бы мы наложили еще одно подобное условие движения, 
то лишили бы точку всех ее трех степеней свободы, потому что 
она должна была бы оставаться в покое в том месте пространства, 
которое определяется точкою пересечения трех поверхностей 


Л: (х, У, 2) =0, № (м, >, 2) =0, 1, (х, У, 2) =0. 


101. О связях движкения. Каждое условие, которое мы до- 
бавляем к осповным уравнениям движения Ньютона, называется 
связью. Легко видеть, что число степеней своболы точки равне 
трем за вычетом числа связей 


о ддА—ААААА/А—————_——————_—_о дц 
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Мы привели в предыдущем параграфе примеры связей, содер- 
жащих только координаты точки, но бывают случаи, когда связи 
содержат и время 


Л (х, У, С, Г) ==0. 


Тем не менее подобная связь отнимает от точки только одну 
степень свободы. Так, например, уравнение шара, радиус которого 
растет пропорционально времени, будет таково 


х? —- у2-|- 22 — (71)?, 


а положение точки на этом шаре будет вполне определяться ука- 
занием двух координат: широты и долготы; следовательно, число 
степеней свободы точки на поверхности этого шара будет равно 
двум. Всякая точка на поверхности земного шара определяется 
широтою и долготою и имеет две степени свободы, несмотря на 
движение Земли вокруг ее оси и вокруг Солнца. 

В некоторых случаях уравнение связи содержит, кроме коорди- 
нат точки, и диференциалы этих координат, например 


а4ах -- 64у -- саг = 0, 


и притом в такой форме, что уравнение это не может быть 
интегрируемо и обращено в условие между координатами х, у, г 
Разделяя это уравнение на диференциал времени, мы получаем 


ах Бу сг=0 


соотношение между скоростями точки. Подобные связи называются 
по предложению Генриха Гертца (Н. Не{2) нехолономными свя- 
зями (с греческого: холос — цельный и номос — закон). 

Заметим, что нехолономные связи существенно отличаются от 
холономных. Нехолономные связи нельзя интегрировать и обратить 
их в соотношение между координатами, т. е. превратить в холо- 
номные связи. Точно так же и наоборот, если на основании дан- 
ного нам соотношения между координатами точки 


1(х, у, 2, В=0 


мы составим соотношение между диференциалами, взяв полный 
пиференциал данной функции 


А ах Ним её У У =, 


. - —— ды —— 
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или составим соотношение между скоростями, разделив зто на 4, то 
от этого связь не перестанет быть холономною, потому что это выра- 
жение интегрируется, и интегралом ему служит исходное уравнение 
между координатами точки. 

В большинстве случаев мы будем иметь дело только с холо- 
номными связями; пример же нехолономной связи встретится нам 
в механике твердого тела, а именно при изучении движения шара, 
катящегося по плоскости (бильярд). 

102. Реакция связей. Всякая связь, ограничивающая свободу 
движения точки и заставляющая точку двигаться не по тому на- 
правлению, по которому точка двигалась бы без связи, очевидно, 
действует на точку с некоторою силою. Сила эта называется реак- 
цией связи. Следовательно, на точку с ограниченною свободою 
движения будут, вообще говоря, действовать два рода сил: данные 
внешние силы ГР и силы реакции связей Ю. Уравнения Ньютона 
напишутся теперь так: 


тх = Е, +^. 
ту=Р,- К, тг =Е-- В. 
тг —^, -- К, 


Внешние силы обыкновенно бываю: даны, но силы реакций 
непосредственно не даются, а дается только уравнение связи, на- 


пример: 
Д(х, У, 2) ==0. 


Впрочем этих данных еще не достаточно для определения дви- 
жения точки. Уравнения связей определяют лишь общую форму 
того механизма, который ограничивает движение точки, но не 
определяют способ действия его; а без этого последнего данного 
нельзя определить сил реакции. Очень часто механизм, ограничи- 
вающий движение, устрогн так, что его сила реакции направлена 
незле нормально к поверхностям связи. Если, например (рис. 70), 
сгержень (т может двигаться вокруг точки О почти без трения 
и если ни стержень ни точка т при своем движении не испыты- 
вают заметного сопротивления воздуха, тогда сила реакции А, ие 
пускающая точку т сойти с поверхности шара, будет направлена 
вдоль ралиуса шара (по оси 7), 1. е. по нормали к поверхности 


нара; это данное уже позволяет пам определить и самую величину 
силы реакции 


Предположим, действительно, что дана некоторая связь 
Л(х, у, 2) =0 


и что кроме того известно, что движение вдоль этой поверхности 
происходит без заметного трения (устроены катки, или поверхность 
смазана); тогда реакция ‘подобного механизма может действовать 
на движущуюся точку только по нормали к поверхности, изобра- 
женной данным уравнением связи. Косинусы а, В, \{ углов, обра- 
зуемых нормалью к данной поверхности с осями координат, опреде-- 
ляются для каждой точки поверхности по формулам: 


и и ВВ 
у 
№7 = 5 


Вводя эти косинусы в уравнения движения, мы получаем: 


тх=Е,-- Юа 
ту=Р,- КВ /(% У д=0. 
тг = Е,-- Юу 


Мы имеем здесь четыре уравнения для определения четырех 
неизвестных, а именно: трех координат х, у, & и реакции А как 
функции времени. Получаемые при интеграции шесть произвольных 
постоянных определяются, как всегда, особо по начальным данным. 

Исключая затем из полученных уравнений время, мы получаем 
траекторию движения точки на данной поверхности. 

Если поверхность обладает трением, то реакция уже не будет 
непременно нормальна к поверхности связи, и необходимы еще 
добавочные сведения о свойствах силы трения. Трение о поверх- 
ность может зависеть от положения точки на поверхности, от 
времени, от скорости движения и наконец от величины нормаль- 
ного давления точки на поверхность; в последнем случае танген- 
циальная реакция поверхности будет зависеть от ее нормальной 
реакции. В этом случае уравиения Ныотона принимают вид: 


тг = -|- В, -|- В, 


Кроме того, должны быть даны уравнения связей и закон дей- 
ствия тангенциальной реакции. 
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Впрочем, решение всех этих уравнений часто значительно упро- 
щается, как это мы увидим сейчас на нескольких примерах. 

103. Наклонная плоскость. Пусть дана плоскость (рис. 72), 
образующая с горизонтом угол 8, и пусть по ней движется мате- 
риальная точка массы т почти без трения (катится небольшой 
шарик), под действием силы тяжести (ускорение 2). 

Если мы возьмем данную плоскость за плоскость координат СХ, 
направив ось Х’ горизонтально, а ось 2 вверх по уклону плоскости, 
то получаем уравнения движения: 


тх == 0, тг -= —тозтд. 
Уравнение связи для данного случая будег 
у==0, 


а реакция связи, нормальная к 
плоскости движения СХ, будет по- 
стоянна 


К,==А, = — 18 0$ 8. 


Полученные нами уравнения 
движения имеют совершенно такой 
же вид, как при свободном движении точки в вертикальной пло- 
скости под действием силы тяжести (58, 33), только вместо уско- 
рения силы тяжести # мы имеем теперь ее составляющую 
тб вдоль плоскости движения. Брошенная под некоторым углом 
а к горизонтальной линии х, точка будет описывать при своем 
движении параболу (рис. 72, жирная линия), и все вопросы о наи- 
большей высоте, о дальности полета, о времени полета и т. д. 
могут быть решены совершенно так же, как это мы делали для 
свободной точки, брошенной в воздух. Нетрудно в данном случае 
принять во внимание и тангенциальную реакцию, т. е. трение 
точки о плоскость. При движении точки, или при качении шарика 
по плоскости, сила трения будет пропорциональна нормальному 
давлению точки на плоскость и следовательно тоже будет все 
время постоянной (61, 35, 73, 41). А если принимать в расчет 
и силу трения о воздух, то эта последняя при малых скоростях 
движения будет пропорциональной первой степени скорости. 

Законы движения тел по наклонной нлоскости были впервые 
установлены Галилеем на основании онытов, им самим произведенных. 


Рис. 72. Наклонная плоскость, 
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104. Маятник. Малые амплитуды колебаний. Теперь мы 
рассмотрим часто встречающийся случай, когда движения точки 
ограничены Двумя условиями 


Хх? —- УЗ- 22 == 72, Ах -- Ву С: =0. 


Первое условие представляет собою уравнение поверхности шара 
‹ центром в начале координат, а второе условие есть уравнение 
плоскости, проходящей через начало. Пересечение шара с пло- 
скостью дает в результате окружность, по которой, следовательно, 
и принуждена двигаться точка, независимо от способа действия 
внешних сил. 

Реально эго условие может быгь осуществлено весьма разнооб- 
разными способами. Материальная точка может быть прикреплена 
к концу стержня, другой конец которого насажен на ось, свободно 
вращающуюся в подшипниках, с возможно малым трением. В на- 
учных приборах большею частью стараются избежать трения 
в подшипниках, так как это трение непостоянно и зависит от трудно 
контролируемых причин. В таких случаях твердую ось вращения 
заменяют стальною или бронзовою проволокою, натянутою между 
двумя неподвижными друг относительно друга закрепами; посредине 
проволоки и большею частью перпендикулярно к ней прикрепляется 
поперечное коромысло, конец которого может, таким образом, дви- 
гаться только по окружности с центром на оси проволоки. В этом 
случае мы, правда, вместо ‚трения в подшипниках получаем силы 
упругости при закручивании проволочки, но это во многих отно- 
шениях предпочтительнее. Такое приспособление мы уже встре- 
тили в крутильных весах при опытах Кавендиша и Бойса (102, 57). 
При колебаниях крутильные весы играют роль крутильного маят- 
ника (122, 72). 

Если движение должно происходить в вертикальной плоскости, 
то мы получаем обыкновенный маятник с вертикальным стержнем, 
верхний конец которого подвешен на короткой стальной ленте: 
при небольших размахах и в опытах, не требующих болышой точ- 
ности, вертикальный стержень может быть заменен простой нитью. 
Наконец, можно и совсем обойтись без стержня, устроив желобок 
в виде дуги круга, по которому мог бы катиться неболышой шарик, 
по возможности без трения. 

Как бы ни был устроен механизм, реализующий рассматривае- 
мую нами связь, мы будем предполагать, что масса его подвижных 


13. Теоретическая физика. Ч. ИП. 
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частей ничтожна по сравнению с массой прикрепленной к 
нему материальной точки; движение этой точки под действием 
заданных сил и сил реакций связей мы только и будем рассма- 
тривать. 

Пусть на данную точку действует только одна внешняя сила, 
а именно сила тяжести, и пусть плоскость движения составляет с го- 
ризонтом угол 6 (рис. 73). Составляющая сила тяжести вдоль уклона 
плоскости будет тоз$ш0, а реакция плоскости, нормальная к ней 
(так как трение мы не принимаем во внимание), будет постоянна 


” 
тя, 


Рис. 73. Наклонный маятник. Рис. 74. Маятник. 


и равна 79с056. Имея это в виду, удобнее будет принять эту 
плоскость за коогдинатную плоскость (Х, положив у==0. 

Далее, так как движение точки в рассматриваемой плоскости 
тоже ограничено, ибо точка может двигаться только по окружности 
радиуса Ст (рис. 73), ‘то положение точки на этой окружности 
можно определить углом @ (рис. 74), образуемым радиусом- 
вектором {[ с начальным радиусом-вектором СО. Сила, действую- 
щая на точку влоль окружности, равна (на рис. 74: 5. == 9911) 


Е, --: —тазшт д.5 а, 


а сила, нормальная к пути, будет иметь величину 


инь, М А 
КР, = тя $т 9-с0$ а. 
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Только первая из этих двух сил может привести точку в дви- 
жение и войдет в уравнение Ньютона 


т; = Г. 


выражая ускорение $ через угловое ускорение @, имеем: 
та —= — топ 9+ а. 


При малых углах отклонения мы можем положить $та==а 
н тогда получим: 
отд 


а—=—=^ 


Ч. 


Подобное уравнение мы уже решали раньше (123, 72) и можем 
для данного случая написать: 


а— аут (аЁ-—- 9), Г 2, 


а рт. 


Маятник будет совершать гармонические колебания с перио- 
дом Г, пропорциональным квадратному корню из длины маятника / 
и обратно пропорциональным квадратному корню из синуса угла 
наклонения 6 плоскости качания к горизонту. 

% 


При 6 —=90? мы получаем период колебания обыкновенного 
маятника, качающегося в вертикальной плоскости: 


г 2ту/ / . 
& 


Чем меньше мы возьмем угол 6, тем медленнее будут происхо- 
дить колебания, и при 6 =0 период делается бесконечным: маят- 
ник совсем не будет колебаться. 

Если подобный маятник прикреплен к закручивающейся прово- 
лочке, то конечно кроме силы тяжести нужно ввести в уравнение 
и силу кручения проволочки; это сделать петрудно на основании 
уравнения, выведенного нами на стр. 123, 72, тем более что сила 
кручения тоже пропорциональна углу кручения а. 


Обозначая коэфициент пропорциональности через К, имеем для 
эгого случая 


.. 08 Е 
= — | 89 ЕК] а, т=2тИ -- К, 


29 


откуда видим, чго период колебания будет тем больше, чем меньше 
коэфициент К. 


13* 


—— —- —-- — О _ 
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Заметим, что и в этом случае вместе с увеличением периода 
колебания увеличивается чувствительность прибора, при том же 
расположении его масс. Если к рассматриваемой точке в плоскости 
ее движения, и притом перпендикулярно к радиусу-вектору [, при- 
ложим некоторую силу 2, то при равновесии она будет равна 
и противоположна сумме двух сил: составляющей силы тяжести 
вдоль окружности и силе кручения проволоки 


Е== |8 к! д. 


Чем меньше множигель при угле а, тем больше будет наблю- 
даемый угол при данной силе, и, следовательно, тем, чувствитель- 
нее будет прибор (крутильные весы); но, в то же самое время, тем 
больше будет период колебания маятника. Если мы хотим наблю- 
дать очень малые силы или очень малые моменты сил, то, как это 
показывают наши уравнения, мы должны взять проволочку подлин- 
нее и потоньше, чтобы коэфициент К’ сделать как можно меньше, 
и кроме того можем уменьшить еще и угол 6 и даже взять его рав- 
ным нулю, т. е. установить ось вращения как можно точнее вер- 
тикально (тогда этот прибор называется горизонтальным маятни- 
ком; рис. 35), для того чгобы достигнуть наибольшей чувствительности 
прибора. В опытах Кавендиша и Бойса (102, 57), а также и в лру- 
гих аналогичных опытах, проволочка или кварцевая нить прикре- 
пляется только одним своим верхним концом, и при хорошем закре- 
плении она сама собою принимает вертикальное положение. 

105. Наклонение оси качания. Полезно будет попутно 
остановиться еще на одном применении горизонтального маят- 
ника, а именно на наблюдениях отклонения отвеса. Пусть сила 
кручения проволочки ничтожна, а ее ось образует с вертикалью 
угол 6 и маятник находится в равновесии в своем нулевом поло- 
жении. Наклоним ось вращения по направлению к оси Х на неко- 
торый угол =. Тогда на точку будет действовать сила тяжести 
с двумя сосгавляющими: одна, как и прежде, вдоль оси — 7, рав- 
ная тат 2, и другая — вдоль оси Х, равная т $1 =. Так как коро- 
мысло может быть в покое только тогда, когда реакция связи 
уничтожает действие внешией силы, т. е. когда равнодействующая 
внешиих сил направлена по радиусу-вектору, то наклонение ози 
вращения прибора по направлепию к оси Х и появление составляю- 
щей силы тяжести вдоль э1ой оси повлечет за собою отклонение ко- 


— — _ —_ —=— 
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ромысла от его прежнего положения равновесия; коромысло повер- 
пется так, чтобы стать по направлению равнодействующей двух 
сил: тезпб и тете. Результирующег отклонение коромысла 
Я определигся формулою (рис. 75) 


Таким образом мы имеем возможность наблюдать отклонения & 
оси вращения прибора от вертикали в направлении, перпендикуляр- 
ном к отклонению д; изменение же самого угла д может быть 
определено только наблюдением над периодом качания маятника. 
Чтобы избежать неудобного и длительного измерения периода ка- 
чаний, ставят два маятника: одиз с на- 
клоном по оси Х и другой с наклоном по 
оси У. Первый покажет отклонения на ось 
У, а второй отклонения на ось Х. Подоб- 
ными приборами регистрируются колебания 
отвеса в каком-нибудь месте Земли, про- 
исходящие ог колебаний почвы. 

Наблюдаемый угол в будет, при прочих 

равных условиях, тем больше (чувствитель- я тот в 
ность будет тем больше), чем 8 меньше, Рис. 75. Изменение нак- 
чем горизонтальнее плоскость колебания  ПОНа И О 
маятника. Но если взять угол 6—0, 
т. е. поставить плоскость точно горизонтально, то коромысло бу- 
дет всегда направлено туда, куда происходит наклон оси вращения, 
и измерение угла этого наклона непосредственно делается невоз- 
можным. Приходится для этой цели измерять период качания маят- 
ника; но это возможно только в том случае, если наклон оси во 
все время наблюдения остается постоянным. 

106. Круговой маятник при больших амплитудах ко- 
лебания. Если точность опыта или цель опыта не дозво- 
ляет ограничиться приближением $та —@, то вычисление движе- 
ния точки делается несколько сложнее, главным образом пото- 
му, что вместо круговых фунций при интегрировании полу- 
чаются менее употребительные и менее знакомые эллиптические 
функции. 

Мы примем плоскость движения точки вертикальною (== 90°) 
и начало координат в низшей точке окружности, где материальная 
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точка находится в равновесии. Ось 2 возьмем вергикально вверх 
и ось х горизонтально (рис. 76). 

В предыдущем параграфе мы начали с уравнения Ньютона; но, 
принимая во внимание, что точка имеет всего одну степень сво- 
боды, мы с удобством можем воспользоваться интегралом энергии 
(45, 25). Обозначая через 9 и 2 скорость и высоту подъема точки 
во время движения и через % и 2, — те же величины в начальный 
момент движения и приняв во внимание, что потенциальная энергия 
массы т, находящейся в поле земного тяготения у поверхности 

2 Земли на высоте 2, равна 102, 
можем написать на основании 
закона сохранения энергии: 


Из этого уравнения следует, 
что скорость движения точки бу- 
дет связана с высотою ее подъема 
2 соотношением: 


о -=и о. Е 
Рис. 76. Круговой маятник. = (Е таг). 


Наибольшая высота подъема точки, очевидно, равна -!- 2/ (рис. 76), 
причем скорость точки будет наименьшая: 


2 
Эти == и? (Е — 2т»]). 


Но если первоначальный толчок, сообщенный маятнику неве- 
лик, так что Е < 2т51, то подкоренное выражение делается отри- 
цательным, а самый корень мнимым. Это означает, что маятник 


совсем не достигнет высшей точки круга. Уже при высоте 2, при 
которой Е 
Е =— ПР, 2 — тв , 


скорость точки обратится в ноль, и маятник начнет падать обратно. 
Достигнув низшей точки, он будет обладать кинетическою энергией 


| 
— ти? -— 
о тие, =Е 
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н перейдет через положение равновесия, чтобы подняться опять до 
высоты 2„, но уже с другой стороны, и т. д. Одним словом, маят- 
ник при этих условиях не будет вращаться вокруг оси С как 
ценгра, а будет совершать симметричные колебания около своего 
положения равновесия СО. 

Для дальнейших вычислений введем полярые координаты 
с центром в С, положив 


4—9 [с0$ @, 9 —= [@, 


а угол а, соответствующий наивысшему положению точки, при 
котором ч —=0, обозначим через а,. Тогда уравнение энергии при- 
мет вид: 


5: тр (а) те! (1 — 0$ 2) == ив! (1 — с0$ 4). 


Отсюда определяется угловая скорость вращения 


9 __ ИЕ 
а=—-и =] г 2 (с0$ 9 — с0$ @%), 


что приводит к интегралу 


Е _ я 

Ая 
| = / -. Е. 
} 2 | 2 (605 4 — 0$ 2%) 
0) "о 


Мы преобразуем этот интеграл, введя новую переменную угло- 
вую величину ий по формуле 


%5 


. ._ Я . 
По =А $1 == А 5Ш И. 
2 2 

Это всегда возможно, потому что угол @ всегда меньше наи- 
большего угла отклонения @, а зпи <. 1. Составив диференциалы 


правой и левой части этого равенства, получаем: 


47 — 28 с0$ и Чи — 2Е сп$ и Чи. 
со; -^. И! — зи 
2 


С другой стороны, подставляем в знаменатель подинтегрального 
выражения 
и 


0$ @ = | - 251, 


. я 
050 =1- 251? 5 
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и получаем: 
‚; 


И2 (с0$ @ — с0$ 5) = у 4 [в т — 511? 5 — 


==: И4 (Е? — 2$: и)==9#.с0$ и. 


Введем еше частоту а, колебания маятника при малых ампли- 
тудах (195, 104) 
25 ИЕ 
ал — — — —. 
УТ / 


После всех этих подстановок получаем: 


и 
аЁ== и. 
° ИТ— паи 
‘о 


Этот интеграл известен под названием эллиптического инте- 
грала первого рода. Он не может быть выражен в конечной форме 
через известные нам элементарные трансцендентные функции (5 и, 
агс ти, и ит. д.), и его представляют большею частью в виде 
бесконечных рядов. Название эллиптических интегралов произошло 
оттого, что аналогичный интеграл получается при вычислении 
длины дуги эллипса. Различают три рода эллиптических интегралов, 
и полученный нами здесь интеграл - - первого рода (остальные два 
нам не будут встречаться). 

107. Графики эллиптических функций. Полученный нами 
эллиптический интеграл, независимо от того способа, которым он 
может быть вычислен, показывает нам, что а,{ есть некоторая функ- 
ция величин и и К; а следовательно и наоборот, введенная нами 
угловая величина и есть некоторая функция а, т. е. времени &, и 


кроме того она зависит и от величины постоянной А. Постоянная 


._@ 
же Е == 5 зависит от амплитуды а, колебания маятника. 


Функция и называется амплитудой (атр! 140), а постоянная К 
модулем (тодц!из); для выражения зависимости и от Ёи А при- 
нято символическое обозначение: 


и —=ат[а,ё *]. 
Синус и косинус этой величины принято обозначать так: 
$т и = тат [а,ё А] =1|а,б #]; 


с05 и — созат[а,& А] == сп[а,ё *^]. 


107. ГРАФИКИ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 201 


Кроме того, знаменатель подинтегральной величины называется 
дельтой (4е!а) и обозначается сокращенным символом: 


И1 — Е? 5112 и = дат [46 &] = 91 [46 #]. 


4 


Рис. 77. Графики эллиптических функций. 


Подробности теории этих трех эллиитических функций: 5$п, сп, 
Чп читатель может найти в специальных курсах. Нам достаточно 
иметь общее понятие о зависимости всех этих величин от времени. 
С этой целью мы изобразили на рис. 77. графики этих функций 
(жирные линии); на тех же чертежах для сравнения изображены гра- 
фики хорошо известных нам функций $т а,Ё и с0$ а,Ё (пунктирными 
линиями) того же самого периода колебаний. На третьем рисунке 
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горизонтальная пунктирная линия проведена на расстоянии, равном 
единице, от оси времен ОТ. Таким образом, если положить Ё =0, 
то, при том же периоде колебаний, мы получили бы вместо жир- 
ных линий пунктирные линии нашего рисунка. 

Из этих рисунков мы видим, что функция 5п[а,ё; #] отличается 
от $1 (а) тем, что при ббльших своих значениях она более по- 
лога, дольше остается на них, чем $1п (а). Функция сп[а,ё Ё] зна- 
чительнее отличается от с0$ (а,{), потому что имеет еще добавочные 
изгибы. Что же касается до Ч4п[а,ё А|, то период ее вдвое меньше 
Г, и если положить &==0, то она делается постоянной и равной 
единице. 

Указанные нами отличия эллиптических функций от обыкновен- 
ных тригонометрических функций тем больше, чем больше вели- 
чина А отличается от нуля. 

108. Период колебаний маятника при больших ампли- 
тудах. Формула, при помощи которой мы ввели переменную 


а ‚а 
— == п. 


$1 зпи==А. ти 
2 2 , 


показывает, что угол отклонения маятника @ и величина и одно- 
временно переходят через нуль и что периоды колебаний их оди- 
наковы. Изменение этих величин со временем в пределах одного 
периода показано в следующей таблице: 


асли модуль АЕ очень мал, то знаменатель подинтегрального 
выражения приближается к единице, а при А =0 


и — а, $1 И — $ 452. 


Кроме ТОГО, при малых углах отклонения мы можем считать 
синусы пропорциональными самим углам и написать: 
2х Гр 


@ — 9, $11 а, а === г. 
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Мы возвращаемся таким образом к формуле гармонических ко- 
лебаний маятника (195, 104). 

Для вычисления периода колебаний маятника при больших ам- 
плитудах, когда уже нельзя положить А = 0, мы разложим подин- 
тегральное выражение в ряд: 


| 
ос 2 | 1.3 4. 
(1 — 2 5112 и) = НЫ А? 5 и -[- ОДА ЗИ И-- 


2.4 
1.3. р 
6 616 и--.. 


Этот ряд безусловно сходящийся, а потому для определения 
значения интеграла мы можем сперва проинтегрировать каждый 
член ряда отдельно, а затем все полученные интегралы сложить. 
Мы получаем таким образом бесконечную сумму интегралов: 


2= 2: 2; 2= 
аи 1 
= А и — $112 и. аи 5-4 3 р $114 и. Ди ... 
\ У 1 — 251? и \ -- 2 "| +; | - 
0 0 0 0 


Напишем в общей форме п-й интеграл этого ряда 


2к 2: 
Ги = 12 и. аи == \— $11271 7.1(с0$ и) 
О 0 


и проинтегрируем его по частям 


Г 


2; 
— | — 2—1] — .$1027—2 и. 
„= =| с05 1. 51 и| = (2—1) \с 052 и. $11 и. аи. 

0 
Первый член при пределах О и 2п обращается в нуль, а замена 
во втором члене со5?и через | — $1? и дает нам снова исход- 
ный интеграл ы Таким образом мы можем написать: 


„== (2п — 1)/. — (2—1)! 


21 —-1 
эп 5 (зи. 


2п—? 21’ 


Но значение интеграла /„ при п=0, т. е. значение первого 
члена нашего ряда, нам известно: оно равно 2п; а потому и значе- 
ния интегралов с высшими степенями п, при тех же пределах, тоже 
легко вычисляются по этой формуле: 
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——_—о————ы————д—А————_—д——дц——д———_—_ ний — 


Применяя это к нашему случаю и обозначая, как это принято в 
теории эллиптических функций, значение полного эллиптического 
интеграла первого рода между пределами 0 и 2п через 4А, полу- 
чаем: 


ат 1 (5) #- (4) + (16) и... 


и для периода колебаний маятника: 


Этот ряд при очень малом @,, когда всеми членами ряда кроме 
первого можно пренебречь, дает известный уже нам период коле- 


1 
бания Я Но с увеличением @ период растет. 


Если положить @ =180°, т. е. А==1, то ряд делается расходя- 
щимся и период колебания бесконечно большим. Это означает, 
что если мы поместим материальную точку в высшей точке окруж- 
ности, то она совсем не придет в движение, а останется там в 
покое. Впрочем равновесие точки в этом месте будет неустойчи- 
вым, и малейший толчок заставит ее падать вниз и затем коле- 
баться около своего низшего устойчивого положения. 

В нижеследующей таблице помещены значения второго и треть- 
его члена этого ряда и сумма первых трех его членов 5. 


] 9 

19 К = д | 6 $ 

15 | 0,0087 0,000 02 0,090 0520 001 1,000 02 

55 | (),043 6 | 0,000 48 (0090005 1,000 48 

Е 

102 м | 0,0872 0,0019 (), 000 008 1.60191 
459 |“ 0,383 0.035 6 | 0.003 1 1.0400 
902 0,768 0,1474 | 0,049 | 1,1800 
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Мы ВИДИМ, ЧТО В большинстве случаев, встречающихся в прак- 
тике, для вычисления периода колебания маятника достаточно поль- 
зоваться первыми Двумя членами ряда 


1 |] оа 
—- — Г 2 —0 ® 
Г ту |1 г зп ] 


При определении ускорения силы тяжести из наблюдения над 
периодом качания маятника @ не бывает больше 5°, и поправка 
на амплитуду не превосходит 0,0005. 

109. Круговое движение маятника. Расчеты предыдущего 
параграфа касались тех случаев, когда материальная точка (или 
маятник) при своем движении не достигала высшей точки окруж- 
ности. Если же энергия точки Е настолько велика, что точка спо- 
собна перейти через вершину круга, то вместо колебания мы по- 
лучаем круговое движение с периодически меняющеюся скоростью. 

Напишем уравнение энергии в полярных координатах и введем, 
как и в предыдущем случае, половинный угол отклонения точки: 


т тов | таг = 5. та)? -- те — с0з а) = Е, 
2 
Е и 12-7 | 


. 4 
Обозначим коэфициент при $11? через А? и выразим энер- 
гию ЕЁ тоже через ^?: 


р 2181 ЕЦ. 1 
Е ' 2т№ | 


После этого интегрирование между пределами времени #—=0 и 


| а 
‚ и между пределами для угла >. от нуля до -> принимает вид: 


2 № 
ЕН 
И 
ЕИ / Г — д. 
и |1 — А? $112 —- 
. 2 
0 


Эго онять эллиптический интеграл первого рода, как и в преды- 
Я 
лущем случае, только теперь аргументом служит -;, а не и. Для 
угла а как функции времени мы можем следовательно написать: 


—_. 1. ИЕ, | ‚__ 2т 
а —ат И р ЕКА], | =“. 
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Для определения периода обрашения точки 7, когда угол а из- 
меняется от нуля до 2п, мы должны взять интеграл между преде- 
лами 0 и т. В результате мы получаем величину, которая в теории 
эллиптических функций обозначается через 2А, потому что значе- 
ние интеграла от нуля до 2п равно 4К. (Ср. 204, 108). Предста- 
вляя величину 2К в виде ряда, получаем: 


__ 1 12 ю у [1-3\2 аи [1-3-5\2 6 
Мы рассмотрим только два особых случая. 


Предположим, что кинетическая энергия точки так велика, что 
ее потенциальной энергией мы можем пренебречь, написав 


тогда, при большой скорости движения, величина ^? будет так 
мала, что при расчете периода обращения мы можем ограничиться 
одним первым членом ряда и получаем: 


Гу 1.179, 
& 9 


т. е. тот же период, что и при равномерном движении точки по 
окружности радиуса [, без действия силы тяжести. 

Другой крайний случай мы получим, положив А =1. Тогда наш 
ряд делается расходящимся, и период обращения точки делается 
бесконечно большим (как логарифм бесконечности). Но, с другой. 
стороны, А = 1 означает, что 

1 2 

9 Т®) = т8’. 21, 
т. е. что кинетическая энергия точки, которую она имела в самом 
низком положении на окружности, как раз хватает для того, чтобы 
точка могла подняться на высоту 2[, т. е. до наивысшей точки 
круга. При приближении к своему наивысшему положению мате- 
риальная точка будет все более и более замедлять свое движение 
и только асимптотически, т. е. через бесконечно долгое время, она 
могла бы достичь вершины круга. Рассматриваемый нами теперь 
случай совершенно тождествен со случаем колебания маятника при 
размахе в 180° (204, 108). Мы имеем здесь дело с пределом, 
когда колебания точки переходят в движение по кругу все в одну 
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и ту же сторону. Для этого предела наши ряды делаются расхо- 
дящимися. 

110. Силы реакции при круговом движении. Вернемся 
опять К Движению по кругу, плоскость которого наклонена к го- 
ризонту под углом 6, и вычислим реакции наложенных на это дви- 
жение связей. 

Мы уже вычислили реакцию плоскости движения: она равна 


® 
Ю, = —т9с0$0 


и направлена по нормали к этой плоскости. Что же касается 
реакции по нормали к окружности, т. е. вдоль радиуса, то она со- 
стоит из двух частей: во-первых, реакция должна противодейство- 
вать составляющей силы тяжести вдоль радиуса-вектора и, кроме 
того, во время движения она должна противодействовать центро- 
бежной силе. Величина первой нами определена (192, 104) 


1 = т т 6. с0$ а, 


а величина второй может быть выражена через угловую скорость 
вращения: 


К, = т/а*. 


Если плоскость движения вертикальна (8 = 90°), то силы реак- 
ции в нижней и верхней точке круга могут быть выражены дву- 
значною формулою 


Ю —= те-+ т/а?. 


Иногда связь устроена так, что она может удерживать точку 
только в направлении от центра, например если маятник висит 
на нитке или если круг, по которому катится шарик (или, как 
в цирке, едет велосипедист), сделан из желобка. Во всех этих слу- 
чаях, для того чтобы движущаяся точка оставалась на круге и не 
упала под действием силы тяжести, необходимо, чгобы угловая 
скорость движения удовлегворяла условию 


> *. 


Обыкновенно в таких случаях делают желоб в виде спирали 
(пегли), а лля разбега полымают начало желоба на некоторую 
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высоту й над вершиной петли. Легко сообразить, что написанное 
условие будет соблюдено, если 


111. Циклоида. Мы видели, что материальная точка при дви- 
жении по кругу под действием силы тяжести совершает колебания, 
НИ О период которых зави- 
< -----79 ----- = сит от амплитуды коле- 
баний (204, 108). Гёй- 
гене  (СЬг. Ниубеп$, 
1724) задался вопро- 
сом, нельзя ли вместо 
круга найти такую 
кривую, вдоль которой 
колебания точки при 
тех же условиях были 
бы независимы от ам- 
плитуды. Гёйгенс на- 
шел, что искомая кри- 
вая есть циклоида, и 
построил так называе- 
мый  циклоидальный 
маятник. Хотя цикло- 
идальный маятник и 
не имеет непосредст- 
венного практического 
значения (циклоидаль- 
ные маятники в часах 
‚че употребляются), тем не менее задача Гёйгенса имеет большое 
принципиальное значение, и косвенно она служила исходным пунк- 
том для очень важных теорелических изысканий. Поэтому мы считаем 
нужным на ней остановиться. 

Представим себе, что по линии ОХ (рис. 78), по нижней ее сто- 
роне, катигся без скольжения круг радиуса г. Одна из точек Р 
окружности этого круга снабжена карандашом, который во время 
движения круга чертит на плоскости ХУ кривую ОРО’, называе- 
мую циклоийдой. В начале движения карандаш Р находился в на- 
чате координат О, а затем, когда круг повернулся на угол ф (рис. 78), 


- 
№... 


7 


< 


Рис. 78. Геометрия циклоиды. 


карандаш перешел в точку, обозначенную на нашем чертеже буквой 
Р. Вычислим координаты этой точки. 

При повороте на угол ф круг прошел по оси ОХ путь гф; 
если мы вычтем из`этого проекцию радиуса г на ось Х, то ‘полу- 
чим абсциссу точки Р 


Хх = р — ит ф == г(ф - - “п $). 
Ордината этой точки представится разностью (см. рис. 78) 
у-=Г —7с0$ ® == /(1 — с0$ $). 


Оба эти соотношения и представляют собою уравнение кривой, 
получаемой таким способом черчения, т. е. циклоиды. Уравнения цик- 
лоиды представлены здесь в параметрической форме, причем па- 
раметром служит угол поворота круга $. Если бы мы пожелали 
представить циклоиду в виде соотношения между хи у, то могли 
бы исключить ф из обоих этих уравнений, но мы находим более 
удобным и наглядным оставить уравнения в той форме, как они 
у нас сейчас получились. Когда катящийся круг повернется на 
180° и пройдет путь пг, то карандаш Р дойдет до самой низкой 

точки циклоиды О’, а затем он начнет подниматься и, после полного 
оборота круга, карандаш снова придет к оси Х. Дальше чертеж 
опять будет повторяться, и, следовательно, циклоида будет состоять 
из целого ряда гирляндообразных кривых одинаковой формы и 
‘одинакового размера. 
Из уравнений циклоиды непосредственно следует, что 


ах —=г(1 — с0$ $). 4%, ду —= гзшф. а, 


и угол 9, который образует касательная к циклоиде в какой-ни- 
будь точке Р с осью 7, определяется формулою (на рис. 78 угол 
между РР’и АВ): 


у —_ Ч 1—1 605$ 9 + 
вау = т ф =, И=5. 


Из этого обстоятельства, что угол \ равен половине угла $, 
мы заключаем, что касательная эта всегда проходит через нижний 
конек В вертикального диаметра катящегося круга (ср. рис. 78) 
А в таком случае нормаль в точке Р должна всегда проходить 
через верхний конец А того же диаметра, потому что касательная 
и нормаль образуют между собой прямой угол; он должен опи- 
раться на диаметр круга АВ. 


14. Теоретическая физика. Ч. ИП. 
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Для элемента длины дуги циклоиды мы имеем формулу 
4$ = И (ах} —- (4)? = И 27? (1 -с0з 9). 40 = 47519.44, 


а для ллины дуги ОР получаем: 


р 


$ 4" \ т. 48 == 41 |-- с0$ = 4г(1 — с0$ 9). 


Вся длина половины циклоиды ОРО’, как она изображена у нас 
на чертеже, равна 


п 


". 
4" | с05 8 —: Чи. 
0 
Радиус кривизны циклоиды будет выражаться через угол $ так: 


=“ = 47 $11 $. 


г 
М7 
у [2 


Теперь представим себе, что циклоида наша ОРО’О вырезана 
из дерева и что к началу координат О мы прикрепили нитку, на- 
гянув ее вдоль ребра ОРО' до точки О’, Если мы привяжем к 
концу О’ этой нити карандаш и будем вести им по бумаге, все ` 
время натягивая нить по кривой ОРО’, то при постепенном развер- 
тывании нити с кривой ОРО’ карандаш будет чертить кривую 
О’Р'О". Полученная таким образом кривая О’Р’О" называется раз- 
верткой кривой ОРС’. Вообще говоря, форма развертки отли- 
чается от формы развертываемой кривой; так, например, если мы 
будем развертывать нить, намотанную на круге, то получим, оче- 
видно, кривую в виде спирали. Но оказывается, что развертка 
циклоиды представляет собою опять-таки циклоиду тех же разме- 
ров, как развертываемая циклоида, только сдвинутую по оси ОХ 
на половину периода (ср. рис. 78), т. е. на длину тут. 

Перед тем как перейти к доказательству этого положения, за- 
метим, что из самого способа черчения развертки О’Р’О” следует, 
чго свободная длина пити РР’, с одной стороны, представляет со- 
бою хасательную к развертываемой кривой в точке Р‚ а с другой 
сгороны, служит радиусом кривизны развертки в точке Р’. Длина 
РР’ легко вычисляется: она равна разности между всей длиной 
нити Ги длиной еще не развернутой дуги циклоиды ОР--- $: 


(РР’) 1[-— $ ==41--4,/(| — с0$ 8) = 4,с0$1. 


——————ыы д. 


Если мы введем угол $, который касательная к развертке со- 
ставляет с осью О’У’, то для радиуса кривизны ее в точке Р 
можем написать: 

$’ = 90°, (РР) = =4гэш\. 

Как видим, мы получили здесь то же самое соотношение, как 
для циклоиды. Но, кроме того, мы можем получить и уравнение 
развертки, если на основании рис. 78 вычислим координаты точки Р! 
относительно осей О’Х"' и О'У"; 


х' = пг— х — (РР')зш 9 =г'|[(п — 4) | $по — 4 518.05 $] = 
—/[(п — 9) — 9п (п — 9)] ==7[$' — $т 9], 
у = у-- (РР') с0$ $ —-27=и[-- 1 — с05$® -[ 4 с0$3 9] = 
—7[1 — с0$ $ --- 2 с0$ 28] —=[1 — с0$ 4]. 
Введенный нами угол 
ф=п—? 
вполне соответствует углу ф в уравнении исходной циклоиды, а 
полученные нами уравнения х’ и у’ действительно подтверждают 
положение, что разверткой циклоиды служит опять циклоида того 
же размера, только сдвинутая по оси ОХ на длину пг, а по оси 
ОУ— на ‘длину 27. 

112. Циклоидальный маятник. Теперь предсгавим себе, что 
на конце нити вместо 
карандаша прикреплен 
груз» а у верхней 
точки О симметрично 
сходятся две циклои- 
ды (рис. 79), вырезан- 
ные из толстого дерева. 
Под действием силы 
тяжести груз т будег 
совершать колебания 
вправо и влево, как 


маятник, но так как `` _ 27” 
нигь От будет при тт------77. 
этом навертываться 10 Рис. 79. Циклоидальный маятник. 


на правую, го на левую 

циклоиду, то точка т будег двигаться не по кругу, а по циклоиле. 
Мы получили таким образом циклоидальный маятник, изобретен- 
ный Геёйгенсом. 


14* 


р ——————————— дж 


212 УП. ОГРАНИЧЕНИЕ СВОБОДЫ ДВИЖЕНИЯ 


—__—_—_—_—_—_—Аыкд дд ——— ==——_—_—__—_цЦ_Ь 


Уравнение движения будет иметь такой же вид, как и лля 
обыкновенного маятника 


5 = -—т9 0$ %'. 


Однако соотношение между углом $’ и дугою $ будег иное. 

Будем считать началом для дуг нижайшую точку О” циклоиды 
(рис. 78).Так как вся длина полуциклоиды О’О” равна 4г, а длина 
ее О’Р (ср. 210, 111) равна 47(1 — соз $'), то длина дуги О”’Р равна: 


$==4и— 47(1 — с0$9') =1/с0$ %', 


и уравнение движения получает вид: 


это уравнение решается точно формулою гармонических колебаний 
(110, 63) с периодом 
Г=—= у‘ 
2 « 


независимым от амплитуды колебания. 

113. Брахисто-хрона. Циклоида имеет еше другое замеча- 
тельно свойство. Когда И. Бернулли (Г. ВегпиШ) поставил себе 
задачу найти такую кривую, вдоль которой движение материальной 
точки под действием постоянного ускорения силы тяжести про- 
исходило бы в самое короткое время (кратчайший — по-гре- 
чески брахистос, а время — хронос), то он получил циклоиду. 

Для решения этой задачи мы поступим следующим образом. 
Проведем три горизонтальных плоскости АА, ХХ, ВВ (рис. 80), 
с разностью высот, равной й. Кроме того, проведем наклонные 
плоскости ар и 6с, по которым дадим скатываться материальной 
точке. Обозначим средние скорости движения по аб и по 6с через 
9 и 9.. Тогда время пробега точки всего пути абс будет равно 


Е —= г > е | 


Для того ч'гобы определить минимум этого времени, в зависи- 
мости от положения средней точки пути 6, нсобходимо проварьн- 
ровать это выражение и приравнять вариацию нулю (см. ч. Т, 250, 
183; о максимуме этой величины не может возникать вопроса, 
потому что максимум [, очевидно, равен бесконечности). Варьировать—- 
это означает рассматривать значения Ё для двух смежных путей 
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например абс и аЁ’с (рис. 80), и если разность времен пробега 8 
по смежным путям и по пути абс приближается к нулю, то путь 
абс и представляет собою путь скорейшего пробега при данных 
условиях. Крайние точки пути а и с мы предполагаем данными и 
их мы варьировать не будем. 

Из рис. 80 следует, что (при очень малом 8х) 


а’ — ав ==зта.бвх, Вс -— 66 —= —зтВ.8х, 


где а и В суть углы, образуемые траекторией точки с нормалью 
к плоскости ХХ. Средние скорости 9, и 9. точки на путях аб 


А а, п А 


я 
Рис. 80. Отыскание быстрейшего пробега. 


и 62с не изменились от того, что мы передвинули точку $ на эле- 
ментарную длину 6х, потому что средние скорости от уклона пути 
не зависят, а зависят только от разности высот между соответст- 
вующими точками. Поэтому мы можем написать для определения 
минимума: 
де [те т 2—0. 
1 99 О а / 

Так как дх произвольная (малая) величина, то написанное усло- 
вие может быть соблюдено только в том случае, если выражение, 
стоящее в скобках, равно нулю, т. е. если 

та 
тв 92. 


-— —— — — —-=- _ —_—_—_ 
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Полученное нами соотношение между углами, образуемыми 
траекторией с нормалью, напоминает собою закон преломления 
света на границе двух тел, в которых скорости распространения 
света равны 9; и 93.. Это сходство объясняется тем, что луч света, 
по принципу Ферма (Еегта{), всегда направляется по пути скорей: 
шего пробега. 

Теперь представим себе целый ряд горизонтальных плоскостей, 
настолько близких друг к другу, что наклонные пути а6, 6с ит. п. 
мы можем рассматривать как элементы дуги некоторой кривой 
линии. Если мы хотим, чтобы по этой кривой материальная 
точка скатывалась в возможно скорейшее время, то должны искать 
такую кривую, элементы дуги (касательные) которой образовали бы 
с вертикалью углы, удовлетворяющие условию 


Но мы знаем, что скорость точки при ее движении в поле 
земного ускорения 2 пропорциональна квадратному корню из вы- 
соты падения (55, 31). Следовательно искомая кривая должна удо- 
влетворять уравнению 

эта _ 1 
шв Йа ’ 


где высоты Й считаются от того уровня, где о =0. 
Это уравнение мы можем написать и так: 


и: 
== — С0181 (постоянная для всей кривой). 


С другой стороны, если мы напишем уравнение циклоиды, введя 
в него угол $, образуемый ее касательной с вертикальной осью У 
(рис. 78), 
У=—=г(1 — с0$ $) = 2311? 3, 


то получаем именно такое соотношение: 


$18 1 
Е ==6С01$6 


Г . 
ру И?! 
откуда заключаем, чго циклоида и есть искомая брахистс-хрона. 
Задача о брахисто-хроне имеют большое историческое значгние; 
с нее началось развитие Вариационного исчисления. 
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114. Поверхность вращения. В предыдущих параграфах мы 
изучали движение материальной точки по данной линии; следующее 
обобщение было бы движение материальной точки по данной по- 
верхности, т. е. движение с двумя степенями свободы. Однако, 
имея в виду применение наших формул главным образом к сфери- 
ческому маятнику, мы ограничимся рассмотрением поверхности вра- 
щения с вертикальной осью симметрии и будем предполагать, что 
на материальную точку действует вертикальное ускорение Земли. 
Этот случай часто встречается в технике. 

Возьмем цилиндрические координаты т, %, 2 
с осью Й по оси поверхности вращения (рис. 81). 
Поверхность вращения мы можем охарактеризовать 
вполне, если дадим уравнение кривой ее пересе- 
чения с плоскостью, проведенной через ось 7; на- 


пример ‚Кг 


По аналогии с земным шаром, плоскости, 
проходящие через ось поверхности вращения, На- р; $], Поверх. 
зываются меридиональными, а кривые их пересе- ность вращения 
чения с поверхностью называются жеридиональными 
сечениями. Точно так же окружности, получающиеся при пересе- 
чении поверхности вращения с плоскостями, нормальными к оси 
(у нас с горизонтальными плоскостями), называются параллелями. 

Для материальной точки, находящейся под действием силы тя- 
готения Земли, уравнение энергии напишется так: 


[4 


} 


1 
5 ту?-|- тег = Е; 
а в цилиндрических координатах скорость 92 разложится на три 
составляющие: вдоль по радиусу (г)?, по параллели (7$)? и по оси 


(2)?, а уравнение энергии примет вид: 
‘э ло . 2 
(г)? (74-Е (2)* = т (Е —т8?). 


Сила тяжести у нас параллельна оси 7, а центробежная сила 
(сила реакции поверхности) нормальна к поверхности и проходит 
через ось вращения. Таким образом ни одна из сил, действующих на 
материальную точку, не дает момента вокруг оси ; отсюда заключаем, 
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что составляющая скорости по параллели будет давать все время 
постоянную секториальную скорость: 


пе  (ф=“. 

Посгоянная с [как и прежде (81, 44), означает здесь удвоен- 
2 ную секториальную скорость. 

На основании данной нам кривой 
меридионального сечения г=—{(2) 
мы можем написать соотношение 
между радиальной и вертикальной 
скоростями Точки, введя угол накло- 
нения @ касательной к этой кривой. 
с горизонтом (рис. 82), 


Чи: 

г. — СВ Я.2 

Рис. 82, Движение по поверх- 2 
ности вращения. 


и, следовательно, 


(2)8-- (2= (2) -- ве = — 


$112 а 


(2)?. 


Приняв все это во внимание, получаем уравнение энергии в: 


виде: 


1 ы о __ у с? 
паи (= [и (Е — тва) — 5. 


Так как нас будет интересовать прежде всего траектория 
точки на даннсй поверхности, то мы сейчас же можем исключить. 
из этого уравнения время, воспользовавшись формулой 


;— 4% _ 42 5—4 С 
— @ Я @&* 4№%т 
Тогда получаем уравнение: 
42\2 2 о ] и? 
С] __ 2-_ га) | <1и2 
() — | (Е -- тог)г [ ре $112 а, 
которое вместе ‹с уравнением кривой меридионального сечения 
—/(2) определяет траекторию точки в общем виде; частные же 
случаи определяются начальными данными. 
115. Частные случаи движения по поверхности враще- 
ния. Полезно будет рассмотреть следующие типичные частные слу- 
чаи движения точки по поверхпости вращения. 
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Если секториальная скорость движения вначале была равнг 
нулю, то она остается равной нулю и при дальнейшем движении 
точки. Это означает, что точка будет двигаться по той же мери- 
диональной кривой, на которой она находилась в начале движения. 
Подобные случаи мы уже рассматривали при движении точки по 
кругу и по циклоиде. 

Далее, зададимся вопросом, какие условия должны быть удо- 
влетворены, чтобы точка оставалась во все время движения на 
одной и той же параллели. Для этого необходимо, очевидно, 


чтобы 2==0 и г==0; уравнение энергии примег тогда вид: 


с? 2 
==> (Е — тгг). 


12 
Взяв производную ЭТОГО выражения ПО Г, ВВОДИМ угол накло- 
нения а касательной меридиональной кривой К горизонту 


42 | а— ^° — 
ар © 7-7 


Итак начальная скорость точки, брошенной по какой-либо па- 
раллели, должна удовлетворять условию 


о —=-ЕУ гг. ва 


для того, чтобы точка продолжала вращаться вокруг оси 4, оста- 
ваясь на той же параллели. 

К тому же результату мы можем притти еще другим более на- 
глядным путем. Пусть @ё (рис. 82) элемент дуги меридионального. 
сечения, а @& — угол, который этот элемент составляет с горизонтом. 


Точка Р находится под действием двух сил: силы тяжести тх, на-- 


$2 
правленной вертикально ВНИЗ, И центробежной СИЛЫ т —_, напра- 


вленной по радиусу г, т. е. горизонтально. Проекция этих двух сил. 
на 26 представляет собою ту силу, которая сдвигает точку с па-- 
раллели 
0? . 
т— с05 а — тб т а = РГ,. 


Для того чтобы точка оставалась на том же параллельном 
круге, эта сила должна быть равна нулю; отсюда непосредственно 
следует 


= Иа, 
т. е. та же формула, что и выше. 
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Заметим еще: из формулы следует, что для действитель- 
ной скорости угол @ должен быть меньше прямого; это впрочем 
легко видеть и непосредственно, на основании рис. 82. 

Если мы сообщим точке скорость ббльшую, чем это требуется 
по полученной нами формуле, то, как это видно из уравнения для 
Е, и из рис. 82, точка начнет подниматься вверх; но так как 
точка одновременно с этим будет продолжать сохранять сообщен- 
ную ей секториальную скорость вокруг оси 2, то ее подъем вверх 
будет совершаться по винтовой линии. Наоборот, если сообщенная 
точке скорость будет меньше требуемой уравнением, то перевес 
будет на стороне силы тяжести, а не на стороне центробежной 
силы, и точка начнет описывать винтовую линию, спускаясь вниз. 
При некоторых формах поверхности вращения движение по парал- 
лели может оказаться устойчивым; это означает, что материальная 
точка, описывая винтовые линии, будет то подыматься вверх, то опу- 
скаться вниз, т. е. одновременно с вращением вокруг оси 7, она будет 
совершать колебания вдоль этой оси. Однако могут быть поверх- 
ности такой формы и такие начальные условия, что точка, сойдя 
с первоначальной параллели, будет удаляться от нее все дальше 
и дальше и никогда не возвратится обратно. Такое движение 
нужно назвать неустойчивым. 

116. Сферический маятник. Предположим теперь, что по- 
верхность вращения, на которой должна оставаться материальная 
точка во время своего движения, представляет собою сферу. Реа- 
лизовать такую связь можно разнообразными способами. Можно 
повесить маятник на твердом стержне, верхний конец которого 
прикреплен при помощи гибкой нити к неподвижной точке, или 
можно применить так называемый Карданов подвес, дозволяю- 
щий маятнику колебаться в вертикальной плоскости любого напра- 
вления. Можно покатить шарик по внутренней поверхности сфери- 
ческой чаши и т. п. 

Применяя к этому случаю полученные нами в предыдущих 
параграфах формулы, напишем прежде всего уравнение меридио- 
нального сечения в виде (ср. рис. 76) 


г — 12 — ([— 2)? или г= [т а, 


причем начало координат мы приняли в нижней точке шара, а { 
есть радиус шара. 
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доли Ад 


Мы можем заставить двигаться сферический маятник по парал- 
лели, если сообщим ему горизонтальную скорость, удовлетворяю- 
щую условию (217, 115) 


о=И жа -=г [ соза 


Из этого условия мы можем определить угловую скорость а 
вращения маятника вокруг оси Й и период его обращения Г: 


и 
ем т=у я, 

Этот период равен периоду качания кругового маятника при 
малых амплитудах, длина коего равна 


[1 = 160$ 4. 


Такое движение возможно только при с0$Я>0, т. е. при 
1< 90°, иначе период Т делается мнимым. Случай а ==90° тоже 
невозможен, так как необходимая для этого скорость 1 была бы 
равна бесконечности. Значит, маятник может вращаться только по 
параллелям, находящимся ниже центра шара. 

Если пустить маятник со скоростью, не удовлетворяющею этому 
уравнению, то маятник не останется на той же параллели, и не- 
трудно убедиться в том, что он будет, вращаясь вокруг оси 2, 
опускаться, то подниматься. Следовательно движения сферического 
маятника будут всегда устойчивы. 

Обратимся теперь к уравнению (216, 114) движения 
( 2 


ае| = Е (Е — тг)? — сз › $11? 4, 


присоединив к нему уравнение меридионального сечения в качестве 


связи: 
2 — (2/1  2)2. 


Интегрирование этих уравнений приводит к эллиптическому ин- 
гегралу, и, следовательно, 2 представится в виде эллиптической 
функции (201, 107) от Ф или от 2. Не выписывая этого решения, 
мы можем, однако, из вышенаписанного уравнения сделать целый ряд 
интересных заключений. 

Во-первых, левая сторона этого уравнения представляет собою 
квадрат некоторой действительной величины; поэтому правая его 


— ид ——_—_ а м дддддддддддд—дад_дд—д—дд—д——_д—_—————————————— - - — - 
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сторона не может быть отрицательной; но она может при не- 
которых условиях быть равною нулю. Если же она делается рав- 
ной нулю, то это означает, что величина 2, как функция $, до- 
стигает своего максииума или минимума. При дальнейшем иссле- 
довании условий этих предельных значений 2 нам достаточно 
обратить внимание на выражение, стоящее в скобках, потому что 
случаи, когда г==0 и а==0, или а == 180°, т. е. когда материаль- 
ная точка находится в низшей или высшей точке шара, ясны сами 
собой и особого интереса не представляют. Итак для определения 
предельных значений 2 нам необходимо отыскать корни уравнения 


К (Е— твг)(21 — г) 2 — с — 0. 


Положим, что в начале движения, когда 2—2, Г==/,, @ —@, 
величина А’не равнялась нулю, а была положительная (отрицатель- 
ной она-быть не может). Если мы положим г=0, т.е. 2 ==0, или 
положим г —= 21 то К == —с?; а если положим 2 = оо, то получим 
К —=--оо. Таким образом изменение значения К при возрастании 
= от нуля до бесконечности мы можем изобразить следующею 
таблицею: 


Каждый раз, когда при возрастании 2 величина К’ меняет свой 
знак, т. е. переходит через нуль, соответствующее значение 2 пред- 
ставляет корень уравнения К —=0. Таких корней мы получили три 
(уравнение третьей степени); однако последний корень 2. >2[ на- 
ходится уже за пределами шаровой поверхности. Для нас имеют 
реальное значение только два корня: 2, есть минимум, а 2, есть 
максимум значений 2. 

Обозначим соответствующие значения радиусов через т; и г, и 
подставим значения 2, и 7,, а затем значения 2. и г, в уравнение 
К=0. Тогда разность обоих уравнений тоже будет равна нулю, 
и мы получим: 


221 


116. сФЕРИЧЕСКИЙ МАЯТНИК 


Это уравнение показывает нам, что большему значению 2, со- 
ответствует и больший радиус г,; а это означает, что верхняя по- 
граничная параллель всегда расположена ближе к центру сферы. 
чем нижняя пограничная параллель. Между этими двумя паралле- 
лями и будет происходить 
все движение маятника. 
Само движение будет со- 
стоять из вращения вокруг 
оси 2 и из колебаний 
по вертикальному направ- 
лению. Вращение вокруг 
оси Х происходит с по- 
стоянною  секториальною 
скоростью, а зависимость 
колебаний от времени 
может быть выражена 
эллиптическими функция- 
ми. Величина секториаль- 
ной скорости и величина 
размахов колебаний зави- 
сят от начальных условий. 

Для более ясного пред- 3 й 
ставления об этом явле- 
нии мы приводим рис. 83; 
верхняя часть его пред- 
ставляет проекцию коле- 
баний сферического маят- 
ника на вертикальную 


плоскость (разрез сферы), 

Рис. 83. Движение сферического маятника. 
чз нижняя часть чертежа а— проекция на вертикальную плоскость; 
представляет проекцию на 6— проекция на горизонтальную плоскость. 


горизонтальную = плос- 

кость (план). Жирная линия изображает траекторию лвижения 
маятника, а стрелки на ней — направление этого движения для того 
случая, когда начальная секгориальная скорость направлена от чер- 
‚ежа к наблюдателю. На рис. 83 обе предельные параллели располо- 
жены ниже центра сферы; но при большой начальной скорости маяг- 
ник может так размахнуться, что его верхняя предельная параллель 


№ 
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будет выше центра шара; во всяком случае параллель 2, буде! 
всегла ближе к центру, чем параллель 2.. 

В общем, движение сферического маятника можно охарактери- 
зовагь следующим образом. Траектория маятника в плане имеег 
подобие эллипса с полуосями г, и Г; однако направление этих 
полуосей не остается постоянным, а все время поворачивается и 
притом в ту же сторону, куда была направлена начальная секто- 
риальная скорость. В большинстве случаев траектория движения 
будет незамкнутая кривая; для того чтобы она получилась замк- 
нутой, т. е. для того чтобы маятник после нескольких витков 
снова пришел в ту же точку, необходимо, чтобы целое число вит- 
ков (полных оборотов) заключалось в целом числе окружно- 
сгей 2. 

Обращаем внимание читателя на то обстоятельство, что сфери- 
ческий маятник никогда не может перейти ни через низшую точку 
сферы ни через ее высшую точку. Это следует, во-первых, из выше- 


2 2 
написанного уравнения, которое при г == 0 дало бы для величины (4) 


отрицательное значение; кроме того, вследствие постоянства сектори- 
.. ] 
альной скорости, равной > с, угловая скорость при г-= 0 сделалась 


бы равной бесконечности. Переход маятника через низшую или выс- 
пую точку сферы может произойти только в том случае, если на- 
чальная секториальная скорость равна нулю, т. е. если маятник колеб- 
лется в неподвижной вертикальной плоскосги, как круговой маятник 

Мы предположили выше, что начальные условия таковы, что К 
больше нуля. Так как отрицательные значения А’ невозможны, 10 
нам остается только рассмотреть случай, когда при 2==2 и Гг==/, 
К ==0. Но это означало бы, что 2, есть корень уравнения К==0 
В приведенной выше табличке мы получили бы тогда 2, =2, ==2., 
1. е. что максимум и минимум значения = совпадают. А в таком 
случае маятник должен все время находиться на одной и той же 
параллели. Этот случай мы уже рассматривали раньше (217, 116) 

117. Сферический маятник при малых амплитудах. Если 
начальные скорости и отклонения маятника малы, то мы можем 
упростить формулы предыдущего параграфа, положив в них 2 беско- 
нечно малым по сравнению с длиною маятника /. Но мы нахолим 
более удобным и наглядным рассмотреть случай малых амплил у. 
независимо. 
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ди 


Представим себе, что мы отклоняем маятник в какой-нибудь 
меридиональной плоскости на небольшой угол 4. Уравнение дви- 
жения его будет (195, 104, рис. 74): 


та — —тез а. 


Для малых углов мы можем, как первое приближение, положить 
ЗП @ == и представить правую часть уравнения, т. е. действую- 
щую силу, формулой: 


Е, = — т & а = — таз, 
где а— частота колебания кругового маятника при малых амплиту- 
дах, а р — линейное отклонение маятника от начала координат (от 
положения равновесия). Случай, когда действующая сила пропор- 
циональна отклонению или расстоянию 0 точки от начала коор- 
динат, мы неоднократно рассматривали (24, 12, 164, 91) и видели, 
что точка при таких условиях движется, вообще говоря, по эллипсу 
с центром в начале координат; величина и направление полуосей 
эллипса зависят от начальных условий и остаются во все время 
движения постоянными. 

Таким образом в первом приближении мы можем рассматри- 
вать движение сферического маятника как движение материальной 
точки массы т в горизонтальной плоскости под действием силы, 
притягивающей точку к началу пропорционально о. 

Возьмем в этой горизонтальной плоскости ось Х по направле- 
нию большей из полуосей эллипса А, а ось У по направлению 
другой полуоси В. Тогда уравнения движения будут: 


х —= А созаё у—= В зп аё. 


Теперь представим себе, что в некоторый момент == О мы ог- 
клоняем точку от положения равновесия по оси Х на величину А 
и сообщаем ей некоторую скорость 9, перпендикулярно к откло- 
нению А, т. е. параллельно оси 7У. Второе из написанных уравне- 
ний дает нам: 


у= Ва со$ аё, 9, = Ва. 


Таким образом по начальному отклонению А и по начальной 
скорости ®, мы можем определить полуоси эллиптической траектории 


_ дд 
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точки. Если нам дана начальная угловая скорость точки фь, 
вокруг оси &, тогда 


9, ==Аф, = Ва, В = А. 


Направление определенных таким образом полуосей остается 
при дальнейшем движении неизменным. 

Переходя ко второму приближению, мы должны принять во вни- 
мание, что частота колебаний кругового маятника зависит от амплитуды 
колебаний (204, 108), причем период колебаний немного растет 
< увеличением амплитуды. Вследствие этого в нашем случае период 
колебаний вдоль большей оси А эллипса будет несколько больше, 
чем период колебаний вдоль оси В, в результате чего направление 
осей уже не останется на месте. Мы имеем здесь нечто аналогич- 
ное изменениям фигур Лиссажу при не совсем точном унисоне 
{169, 92), с тем, однако, отличием, что в фигурах Лиссажу дана 
разность частот колебаний по неподвижным осям Хи ТУ, тогда 
как здесь различие частот обусловливается различием в длине по- 
луосей эллипса, которые не“ стоят на месте. Несмотря на это 
осложнение мы предлагаем читателю построить (как на рис. 59, 
166, 91) траекторию точки для времени, равного, например, двум 
периодам, и самому убедиться, что большая полуось немного по- 
вернется за это время и притом в ту же сторону, в которую 
происходило движение точки по эллипсу. 

Для того чтобы определить, хотя бы приблизительно, с какою 
‘угловою скоростью будут поворачиваться при этом оси эллипса, мы 
поступим следующим образом. 


] 
По известной секториальной скорости Г, Которая, как мы 


знаем, должна оставаться во все время движения в точности по- 
стоянной 


_ 49, 
с_-А Фо; 
мы определяем угловую скорость вращения радиуса-вектора о 


с _ А _ АВа, 
2* 2* В* 


21 


Эту формулу мы уже имели на стр. 26, 12, когла изучали 
вижение точки по эллипсу. Однако в применении к нашему слу- 


заю эта формула предстарляет только первое приближение $) 
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к действительной величине, которая определяется делением секто- 
риальной скорости не на р, а на г. Разница между этими величи- 


нами следующая: 
0 — [2 42, г? — 251? а. 


При первом приближении $1па ==а, и обе величины одинаковы. 
Для второго приближения мы разложим $та в ряд по степе- 
ням @ и ограничимся двумя членами 


а3 92 
1 —@--————- 12а —= а2 ——]. 
$т а —@-- тэ...) $112 а а? (1 т) 


Подставляя это в выражение угловой скорости ©, имеем (при- 
близительно): 


, и —_ , =) 
ВЯ" да - Ча (1-3), 


Значит, угловая скорость вращения радиуса-вектора г на самом 
деле больше, чем при движении точки по неподвижному эллипсу, 


на величину 
. 1 . А? 1 . р. 
92—35 9% 1 — 3 Ф0' 60: 


Эта величина и представляет собою приближенное значение 
угловой скорости вращения осей эллипса. Эллипс будет поворачи- 
ваться тем быстрее, чем больше начальная амплитуда А по отно- 


шению к длине маятника {[; мы можем считать ф. пропорциональ- 
ным квадрату начального угла отклонения маятника @,. Кроме того, 
быстрота поворачивания эллипса пропорциональна начальной угло- 


вой скорости $,. Что касается коэфициента пропорциональности, 
го он может при различных способах расчета немного изменится: 


-— 


1 Г 9 
вместо -„ ==>. можно получить 5 или 51; но для наших целей 


это не так важно. 

В научных опытах размахи маятника почти никогда не бываюг 
гак велики, чтобы ногребовались еще более точные расчеты. Но 
если бы это потребовалось, то пришлось бы прибегнуть к элли- 
пгическим функциям. 

Для общей ориентировки в этом явлении может служиль рис.83, 
а еще лучше послужат для этой цели непосредсгвенные опыты. 


15 Теоретическая физика Ч И 


———————_дд ад —д 
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118. Односторонние связи. Очень часто в практике встре- 
чаются связи, механизм которых ограничивает движение точки 
только в одну сторону, не позволяя ей сойти с поверхности 


Л(х, У, 2) =0, 


например по нанравлению наружной нормали, оставляя ей свободу 
движения по внутренней нормали, или наоборот. Если сделать сфе- 
рический маятник из гибкой, нерастяжимой нити с грузом, то 
очевидно мы будем иметь первый случай; напротив того, шарик, 
катящийся по внутренней поверхности сферической чаши, не может 
пройти сквозь поверхность наружу, но он может свободно дви- 
гаться по направлению к центру. Если бы шарик катился по на- 
ружной поверхности твердого шара, то он не мог бы проникнуть 
внутрь, однако он может сойти с шара во внешнее пространство. 

Иногда подобные свойства односторонних связей указывают в са- 
мом уравнении, прибавляя знак неравенства. Так, например, уравнение 


Л(х, у, 2) =0 


означает, что связь ограничивает движение точки только до тех 
пор, пока написанная функция координат равна нулю или больше 
нуля. Если же материальная точка вб время своего движения пере- 
ходит в те точки пространства, для которых 


Л(х, У, 2) < 0, 


то она уже делается свободною. Легко указать множество случаев, 
когда материальная точка во время своего движения попеременно 
то находится под действием реакции связи, то остается свободною. 
Так, например, прыгающий мячик, вода, льющаяся из крана в ста- 
кан, и т. п. Для нитяного маятника или для шарика, катящегося 
внутри сферической чаши, мы должны написать уравнение связи 
так: 


ха у? 2? — т? = 0 


ху ат. 


Это означает, что когда расстояние точки от центра (х?-Р у? 
—- 27) сделается меныше /?, то точка делается свободной. 

Другой, более практичный и более наглядный способ описания 
односторонности связи заключается в том, что прежде всего уславли- 


ИЛИ 


————_—___ д 
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—_—ы————ы—ы——=—ы—ы—3—3— 


ваются, какую нормаль в данной поверхности связи считать 704о- 
жительной, и обозначают это направление вектором п. 

Затем, для характеристики действия связи, указывают возможные 
направления реакции В по отношению к этой нормали. Положим, 
что мы условились наружную нормаль шара считать за положитель- 
ную; тогда формула 

с0$ (В.п) =- 1 


будет означать, что реакция связи может быть направлена только 
наружу; точка не может приблизиться к центру шара, но может 
уйти от центра на расстояние, большее г. Если рассматриваемая 
шаровая поверхность оказывает и тангенциальную реакцию (трение), 
но не пускает внутрь, то мы должны будем написать общее 


со$ (В-п) = 0. 


В тот момент, когда это условие перестает быть соблюдаемо, 
материальная точка делается свободною. Само собою разумеется, 
что для вычисления движения точки до этого момента и после 
этого момента нам придется писать различные уравнения движения. 

119. Закругления и выбоины пути. Как пример односто- 
ронней связи мы рассмотрим вкратце условия движения поезда по 
рельсам или вообще какой-либо повозки, катящейся по дороге. 

Как известно, рельсы железной дороги оказывают реакцию 
только нормально к своей поверхности вверх. Поэтому, когда поезд 
идет по горизонтальному пути, но с закруглением, то центробеж- 
ная сила стремится сдвинуть его поперек пути. Для того чтобы 
поезд не сходил при этом с рельс, колеса паровоза и вагонов 
снабжают бортами. Однако прижимание бортов к рельсам произво- 
дит нежелательное трение, и стараются избежать необходимости 
боковой реакции тем, что подымают наружный рельс на закругле- 
ниях так, чтобы равнодействующая веса поезда и центробежной 
силы была по возможности нормальна к колее. Обозначая вес 


поезда (или вообще движущегося тела) через 2, а центробежную 
т? 
силу через ——, мы можем для отклонения 4 равнодействующей от 


вертикали по малости этого отклонения написать (рис. 84): 
__ (66) 9? 
— (са) 18’ 
Для того чтобы эта равнодействующая оставалась нормальной 


к колее, мы должны придать колее поперечный уклон, равный а, 
15* 
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т. е. поднять наружный рельс на высоту й относительно внутрен- 
него так, чтобы при ширине колеи 4 


й 0? 
а бт’ 

Полученная формула показывает, что подъем Й наружного 
рельса над внутренним должен быть тем больше, чем больше 
скорость поезда (квадрат скорости). Но так как поезда, идущие 
но одному и тому же пути, могут иметь весьма различные скорости, 
то выбирают величину подъема й, сообразуясь с некоторою сред- 

нею скоростью поездов, наиболее часто 


проходящих по данному закруглению. 


ю .-- 


Рис. 84. Подъем наружного Рис. 85. Выбоина в пути. 
рельса на закруглении. . 


Подобными же соображениями руководствуются при устройстве 
поперечных уклонов на закруглениях путей, предназначенных для 
взлосипедных или автомобильных гонок и т. д. | 

Другой важный случай мы имеем, когда путь имеет кривизну 
в вертикальном направлении, например выбоину (рис. 85). В этом 
случае в нижней точке А выбоины к давлению колеса те приба- 


у. 


о 
вляется центробежная сила т, и реакция пути, направленная 


вверх, будет иметь величину 
$2 
Ю:-=т (Е >.) 


Чем круче будет выбоина (чем меньше радиус кривизны г), тем 
больше будет это давление. Следовательно от проезда, в особен- 
нос1и Тяжелых повозок и с большими скоростями, выбоина будет 
делат.ся все больше и болыис. 

В конце выбоины кривизна пути направлена в противоположную 
сторону, и мы дотжны для реакции пути написать: 


Ю = т (2 ) 
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Эла величина реакции может при большой скорости перейти 
через ноль и сделаться даже отрицательною. Но путь представляет 
собою одностэроннюю связь и не может оказывать отрицательной 
(т. е. направленной вниз) реакции; поэтому в некоторой точке В 
пути, ге АЮ—=0, колесо сделается свободным и будет двигаться 
дальше так, как будто оно брошено в воздух под некоторым углом 
а к горизонту (рис. 85), т. е. оно опишет параболу и в точке С 
пересечения этой параболы с линией пути снова станет на путь. 
Конечно, при падении в точку С произойдет неприятный толчок. 

120. Упругие связи. Уравнение связи в виде 


Л1(%, У, 2) =0, | 


строго говоря, означает требование, чтобы точка ни при каких 
условиях не сходила с поверхности, изображаемой этим уравнением, 
каковы бы ни были силы, на нее действующие. Между тем в дей- 
ствительности подобных связей не имеется. Как бы ни был тверд 
механизм, реализующий подобную связь, 2 
он всегда будет более или менее изме- | | 
нять свою форму (сдавать) под дей- 
ствием сил, направленных против его 
реакции. Эти изменения будут, вообще 
говоря, тем больше, чем больше будут 
действующие силы. Поэтому если мы 
пишем уравнение связи так, как будто 
она обладает абсолютною твердостью, 
то это надо понимать только как пер- 
вое приближение к действительности. 
Мы предполагаем при этом, что в рас- Рис. 86. Груз на трех нитях 
В ОДНОИ ПЛОСКОСТИ. 
сматриваемых связях не происходит та- 
ких значительных изменений, которые бы заметным образом 
отражались на движении материальной точки. 

В тех случаях, когда подобные расчеты оказываются недоста- 
точно точными, приходится принимать во внимание и упругие 
свойства того материала, из которого сделана связь. Эти задачи 
относятся уже к теории упругости. | 

Бывают случаи, когда без теории упругости нельзя обойтись 
даже и в первом приближении. Один из таких случаев мы изобра- 
зили на рис. 86. Груз тя висит на трех нитях, лежащих в одной 
плоскости. Если бы груз висел только на двух нитях, то задача 
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определить реакции (натяжение) этих нитей решалась бы очень просто, 
а именно разложением вертикальной силы тг по двум направлениям 
этих нитей. Но разложение силы по трем направлениям, лежащим 
в одной плоскости, представляет собою задачу неопределенную. 
А между тем в действительности сила т= каким-то вполне опре- 
деленным образом распределяется на все три нити. И, действительно, 
задача эта делается вполне определенной, если принять во внимание 
упругие свойства нитей. 

121. Упругий маятник. Примером упругой связи может слу- 
жить маятник, подвешенный на резинке или на пружине. Во время 
качания пружина будет периодически удлиняться и укорачиваться, 
и колебания уже не будут выражаться гармоническими функциями; 
решение подобной задачи довольно сложное. Практически пред- 
ставляет интерес следующий случай упругой связи. Очень часто 
обыкновенный маятник с твердым стержнем снабжают тяжелой 
линзой для того, чтобы колебания его не так быстро затухали. 
Однако при тяжелой линзе, в стержне, и в особенности в опорной 
плоскости, на которой лежит призма, служащая осью качания 
маятника, возникают значительные напряжения; напряжения эти 
производят изменения длины стержня и заставляют опорную плос- 
кость вдавливаться и опускаться. Для приблизительного подсчета 
мы может схематизировать эти сложные явления, приняв, что мы 
имеем дело с маятником, изменяющим свою длину при оказании 
реакции движущейся точке. 

Проекция силы тяжести на направление стержня при угле откло- 
нения @ будет (рис. 74, стр. 194) 


то с0$ а, 
и центробежная сила . 


где / — длина маятника, а @ — угловая скорость, а сила реакции будет: 


Ю = те соз а —- тГа?. 
При малых отклонениях мы можем положить 


, оса 1 
$Пп1=а и с05 а —=1 —2 511? 5 =1 — 54" 


и считать колебания за чисто гармонические 


а — Ат аё, «=, =. 


Ф 


д ————————ж———_——————__иоААнАЗАЗААА ААА 
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Тогда полная сила реакции стержня маятника выразится так: 
Ю = те — 5: т& А? т? аё-- тРАЗа? со5? а, 
а средняя ее величина во времени будет равна (147, 83) 
1 
К = те |1 + А? |. 


Обозначив через А некоторый коэфициент, зависящий от упру- 
гих свойств стержня и опоры маятника, мы можем для средней 
длины маятника во время его качания взять величину 


1, =1 (1 -- #К) = [о-в -- 44] | 


и, следовательно, для периода колебаний получим, в первом при- 


Элижении 
| 1 1 


Как видим, производимые тяжелой линзой деформации (удлине- 
ние стержня, вдавливание призмы в опору и прогиб опоры) могут 
служить причиной увеличения периода колебания маятника. Увели- 
чение это будет тем заметнее, чем больше вес тх линзы, чем 
больше коэфициент А, т. е. чем слабее стержень и опора, и, нако- 
нец, чем больше размах А маятника. 

Для более детального расчета и определения формы колебаний 
маятника пришлось бы подставить полученное нами первое прибли- 
жение в уравнение движения и вычислить второе приближение 
и т. д. (159, 89). Однако и без этого расчета легко видеть, что 
колебания маятника не будут строго гармоническими и что при 
разложении его периодического движения в ряд Фурье у нас холжны 
получиться, кроме основного колебания, еще колебания с двойной 
частотой и т. д. Мы можем не приводить этих расчетов, предпола- 
гая, что читатель, если ему это понадобится, сумеет на основании 
здесь изложенного сам достичь в расчете требуемой опытом точ- 
ности. 

122. Раскачивание качелей. Мы рассмотрим теперь пример, 
в котором связь изменяется со временем, но не в зависимости от 
реакции, как это имело место в предыдущем примере, а произ- 
вольно. Всем известно, что, сидя на качелях, можно раскачивать их 
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все сильнее и сильнее, если в определенные моменты времени изме- 
нять положение своего тела относительно оси качания (приседать, 
вытягивать ноги и т. п.). Для формулировки задачи мы схематизи- 
руем это явление, приняв, что мы имеем дело с обыкновенным 
маятником, но переменной длины [. Для составления уравнения 


движения мы напишем момент силы тяжести т вокруг оси качания 
(см. рис. 74, стр. 194) 
М = —тзта 


(знак минус означает, что момент М уменьшает угол @) и при- 
равняем этот момент быстроте изменения момента количества дви- 


жения (46, 26) 
Е: (1. па) = —та эт а 


Для малых размахов мы может положить $ а = и после ди- 
ференцирования по времени получаем: 


[а га = — 21а. 
Предположим теперь, что длина {/ маятника изменяется со вре- 


менем периодически, колеблясь гармонически около некоторого 
среднего своего значения Д; это можно выразить формулою 


1—1 [1-- В соз (6 -|- $}]. 


Частоту $ изменения длины Г и фазу х мы выберем впослед- 
ствии, но амплитуду В будем предполагать малою настолько, 


чтобы произведением Ва в левой части уравнения можно было 
пренебречь и положить здесь /[=(. Тогда получаем, с прибавле- 
нием силы трения, уравнение: 


да-- га -- ва = —З{а=Е. 


Это уравнение по форме своей напоминает уравнепие прину- 
жденных колебаний точки (131, 77). Однако внешняя сила Р здесь 


зависит от скорости движения @. Попробуем задаться решением 


а — Азш аё. 


Подставляя производную @ в правую часть уравиения, получаем 
для внешней действующей силы выражение: 


В= —2{а == 21 АВ-аб- эт (6Е-- $). с0$ а. 


Произведение, стоящее в правой части, мы можем представить 
в виде суммы: ” 


Е=1АВ-аё [51 (а) Е-- з] -- эп [(6 -- а)#- |. 


Частота принужденных колебаний, как мы знаем (136, 78), всегда 
равна частоте действующей силы, и, следовательно, для а мы полу- 
чаем два значения: 2 аи 6 — а. Это показывает нам, что реше- 
ние, которым мы задались, не удовлетворяет данному уравнению; 
на самом деле искомое решение можно было бы составить только 
из бесконечного числа гармонических членов. Но мы не будем 
решать этой задачи в общей форме, а имея в виду раскачивание 
качелей и принимая во внимание, что раскачивание будет тем 
успешнее, чем ближе подходит частота действующей силы к частоте 
собственных колебаний системы (резонанс), выберем частоты так, 


чтобы 
6 -а-=а=У &, р —2а. 


Тогда первый член правой части будет иметь частоту Ь-|- а=За, 
втрое ббльшую чем а, и не будет иметь большого влияния на 
раскачивание. Между тем второй член будет иметь частоту р — а=а, 
равную частоте собственных колебаний системы, и для расчета 
раскачивания качелей нам необходимо его принять во внимание. 
Уравнение колебаний будет у нас теперь: 


| -- га + ва =1АВав- эт (а + $), 
и его решение (134, 78) будет иметь форму: 


Сто 
га 


а — $11 а. 


Итак мы видим, что для успешного раскачивания качелей мы 
должны исполнить два условия: во-первых, менять положение тела 
с частотою 6, 80в0е большею чем частота колебания качелей 
(качели вместе с качающимися), — значит во время одного размаха 
качелей, т. е. в течение олного полупериода качания, нужно под- 
няться и опуститься, т. е. совершить полный период изменения 
длины [ (ср. рис. 87); но кроме того изменение положения тела 
должно опережать по фазе качание качелей на угол $. Этот 
угол, при небольшом коэфициенте трения, будет очень близок к 902. 
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Если мы будем изменять длину так, что ф < 0, то вместо раскачи- 
вания мы получим затормаживание качелей Каждому, кто когда- 
либо качался на качелях, известно, что изменением порядка дви- 
жений (фазы) можно остановить качели. 

Подобный опыт можно произвести и без качелей, если повесить 
груз м на нитке, продетой через неподвижное кольцо О (рис. 87). 
Другой конец нитки @ мы можем двигать вправо и влево, как 
показано стрелками, и тем самым периодически изменять длину 
маятника От. Если двигать конец а с частотою, вдвое большею, 
‘чем частота колебаний маятника, и взять подходящую фазу дви- 
жений, то можно раскачать маятник 
очень быстро. 

На рис. 87 жирною линией показан 
путь, проходимый массой т при таком 
раскачивании. Мы получаем здесь фигу- 
ру Лиссажу (169, 92), потому что пе- 
риоды колебаний в горизонтальном и 
вертикальном направлении относятся как 
2:1. Стрелки, поставленные по траекто- 
рии точки т, указывают соотношения 

между движением точки т и точки а. 

Рис. 87. Раскачивание ка- 
челей. Когда маятник находится в покое, 
то теоретически одно вертикальное 
движение нити не в состоянии сообщить ему горизонтальных кача- 
ний; но на практике маятник никогда не находится в абсолютном 


покое, и достаточно малейшей начальной угловой скорости д, чтобы 
сила Р начала раскачивать маятник. 

123. Работа сил реакции. Если связи очень тверды и могут 
быть приняты за неизменяемые, и притом без трения, то сила 
реакции во все время движения будет перпендикулярна к траекто- 
рии точки, а потому и работа этой силы (с0$ (Ю$) = 0) 


АЦ —= Ю45+с0$ (Ю-$) 
будет равна нулю. 
Если трение оказывает уже заметное действие (соз (Ю®.$) > 0), 


тогла часть энергии движения точки будет поглощаться работою 
сил трения. 


Если связь упругая, то в некоторые моменты времени, когда 
пормальная составляющая внешней силы увеличивается, часть ее 
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работы идет на преодоление сил упругости; наоборот, когда силы 
упругости восстановляют связь до ее нормального состояния, эта 
энергия снова возвращается к точке. Таким образом поглощение 
энергии связью оказывается только временным. Впрочем иногда, 
в особенности при ударе точки о связь (о поверхность, реализую- 
щую эту связь), в теле этой последней возникают волнообразные 
движения, которые уносят с собою часть энергии. В таких случаях 
даже при вполне упругой связи и без влияния силы трения восста- 
новление энергии точки бывает неполное. 

Наконец, если связь содержит время, то хотя реакция и нор- 
мальна к поверхности и точка движется вдоль поверхности, тем не 
менее силы реакции могут быть не нормальны к действительной 
траектории точки в пространстве; а в таком случае силы реакции 
могут произвести положительную или отрицательную работу. При- 
мер подобного действия сил реакции мы имели в случае раскачи- 
вания качелей и в случае остановки уже качающихся качелей. На 
рис. 87 ясно видно, что реакция, направленная по радиусу-вектору [, 
не нормальна к траектории центра масс. Когда нить маятника 
образует с траекторией точки т острый угол (верхние части 
траектории точки, рис. 87), т. е. когда со$(АЮ$) >0, энергия 
точки увеличивается; наоборот, когда этот угол тупой, энергия 
точки уменьшается. Для раскачивания необходимо, чтобы работа 
была в первом случае больше, чем во втором. 

Только при реакциях, остающихся все время нормальными 
к траектории точки, работа сил реакции равна нулю. 

124. Движение точки по поверхности по инерции. Инте- 
ресно рассмотреть теоретически движения точки по поверхности 
без действия внешних сил, так сказать, по инерции. В таком случае 
на точку будут действовать только две силы: сила реакции и 
центробежная сила. Во все время движения эти две силы должны 
уравновешивать друг друга, т. е. они должны быть равны и про- 
‚‘тивоположны друг другу. ° 

Так как обе эти силы нормальны к поверхпости и тангенциальной 
составляющей эти силы не дают, то и тангенциальная скорость 
точки не может измениться. Следовательно, если точка была в покое, 
то она и останется в покое, а если она была в движении, то она 
будет продолжать двигаться равномерно. 

Далее, сила реакции направлена по нормали к поверхности, 
а центробежная сила всегда паправлена по главной нормали 


=——— дд —= 
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траектории движения (23, 11). Отсюда заключаем, что точка должна 
двигаться по поверхности так, чтобы главная нормаль ее траектории 
все время совпадала с нормалью поверхности. Линии, проведенные 
на поверхности и обладающие этим свойством, называются геодези- 
ческими линиями; геодезические линии, кроме того, суть линии 
кратчайшего расстояния между двумя точками на данной поверх- 
ности (ч. [, стр. 257, 184). 

Для большей наглядности мы можем привести пример некоторых 
геодезических линий, проведенных на шаре. Все плоскости сечения 
шара, проводимые через центр его, дают окружности, главная нормаль 
которых проходит тоже через центр шара и, следовательно, совпадает 
с нормалью шаровой поверхности. Но если мы пересечем шар. вне- 
иентренно, например по какой-нибудь параллели, но не по 
экватору, то главные нормали (радиусы параллели) уже не будут 
проходить через центр шара и не будут совпадать с нормалями 
шара. Отсюда заключаем, что геодезическими линиями на поверх- 
ности шара служат большие круги центральных сечений; они же 
представляют собою линии кратчайших расстояний на шаровой по- 
. верхности. 

Земной шар, строго говоря, не представляет собою шаровой 
поверхности, а скорее может быть сравним с эллипсоидом вращения, 
сплюснутым у полюсов (геоид). Поэтому линии, проводимые геоде- 
зистами при измерениях по кратчайшему расстоянию на поверхно- 
сти земного шара — геодезические линии, — не будут дугами боль- 
ших кругов, а будут линии более сложной формы, — линиями 
двойной кривизны. 

Кратчайшие расстояния на плоскости суть, как известно, пря- 
мые линии. Если мы возьмем картон с нарисованными на нем пря- 
мыми линиями и свернем его в трубку или сделаем из него конус, 
то проведенные на картоне прямые линии будут искривлены, но 
они все же останутся кратчайшими расстояниями на поверхности 
картона и будут, следовательно, геодезическими линиями образован- 
ной при свертывании кривой поверхности; главные нормали кривых, 
получившихся из прямых линий, будут во всех своих точках совпа- 
дать с нормалью к кривой поверхности. 

Итак мы можем высказать следующую теорему: материальная 
точка, движущаяся по какой-либо поверхности по инерции, т.е. без 
действия посторонних сил, сохраняет скорость своего движения по- 
стоянной и описывает на поверхности геодезическую линию; между 


двумя данными точками материальная точка выбирает себе крат- 
чайщий путь. 

В частном случае данная поверхность может быть и плоскостью. 
Но тогда геодезические линии, линии кратчайшего расстояния, будут 
прямые. Кроме того, при отсутствии внешних сил, и силы реакции 
и центробежные силы будут тоже отсутствовать: материальная точка 
в этом случае не будет ничем отличаться от свободной точки 
и будет двигаться по первому закону Ньютона равномерно и пря- 
молинейно. 

Первый закон Ныотона-Галилея является таким ‘образом как бы 
частным случаем более общей теоремы о движении по геодези- 
ческим линиям. 


ГЛАВА \МШ. 
ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ ДВИЖЕНИЯ. 


125. Относительная скорость. В предыдущих главах мы 
всегда относили положение материальной точки, ее скорость и уско- 
рение к неподвижным координатам. Между тем у нас не было 
никакого критерия, какие координаты считать за неподвижные 
и какие считать движущимися в пространстве. Одновременно с этим 
возникает и другой вопрос: остаются ли основныг законы Ньютона 
в силе, если координаты, которыми мы пользуемся, не неподвижны? 


7. и ви м ` 


Рис. 88. Движение двух точек по линии. 


При исследовании этих вопросов мы начнем с самых простых слу- 
чаев движения, постепенно обобщая наши результаты. 

Представим себе, что вдоль линии ММ (рис. 88) движутся две 
материальных точки Р. и Р, со скоростями 9. и 9, одинакового 
направления (на рис. 88, стрелки). Если скорость точки Р; больше 
скорости точки Р., то, очевидно, точка Р. будет нагонять точку 
Р., и рассгояние между ними будет уменьшаться. Наблюдатеяю, 
движущемуся вместе с точкою Р., будет казаться, что точка Р, 
движется на него со скоростью 


771 —- 9 = —^ 9. 


Но в то же самое время наблюдателю, движущемуся вместе 
с точкою Р;, будет казаться, что точка Р, движется на него (т. е. 
по направлению М№/) со скоростью 


921 ==9 — 9. 


Легко убедиться в том, что написанные нами формулы остаются 
в силе, каковы бы ни были направления скоростей 9, и 9., и всегда 
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относительные скорости движения для наблюдателя Р, и для наблю- 
дателя Р, будут равны и противоположны: 


91 — 91. 


Этот результат можно обобщить и на те случаи, когда скорости 
направлены не по одной линии, а составляют в пространстве 
какой-нибудь угол между собою. Разница будет состоять только 
в том, что для определения относительной скорости обеих точек нам 
придется применить не алгебраическое, а геометрическое вычитание 
(рис. 89): 

У 2 У: — У», У21 — У — У, 


У 2 — У. 


Рис. 89. Движение двух точек в про- Рис. 9). Преобразование коор- 
странстве. динат. 


Но если мы проектируем эти уравнения на декартовы оси 
координат, то получим три скаларных уравнения: 


Х1 ==. Ха У12 — У —У,; 212— 2: — 2», 


причем каждое из этих уравнений будет иметь тот же вид, как 
и вышенаписанное уравнение при движении по линии ММ. 

126. Прямолинейное, равномерное движение коорди- 
нат. Рассмотрим теперь две системы координат (рис. 90), из кото- 
рых одну 5(»х, у, 2) будем считать за неподвижную, а другую 
$' (& т, @) за движущуюся прямолинейно с постоянною ско- 
ростью М. Мы можем даже предположить, что обе системы дви- 
жутся, причем каждая из них движется параллельно самой себе 
прямолинейно и равномерно; тогда вектор м, будет представлять 
собою относительную скорость второй системы 5’ относительно 
первой системы 5. 


240 МИ. ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ ДВИЖЕНИЯ 


При нгподвижных координатах формулы перехода от одной 
системы к другой получаются из таблицы (ч. |, стр. 192, 142) 


[ 
$ т < 
и 
х — ^0 ит 1, 1: 


где х., У 2, означают координаты центра второй системы отно- 
сительно первой, а а, В, `\ — косинусы углов между соответственными 
осями второй и первой системы. Для большей ясности мы напишем 
‘формулы, получаемые из этой таблицы: 


хо Юра -- а. 
У НЕ В -Н В 
20 = 46 - 1эт -Ё 13° 
зая ВО ие 5 
1—9. (Хх Ху) 8, (У —м-т. (2 — 2) 
==: (х хо) НВ У — У) 13 (2 - 25). 


м 


Если же вторая система координат $, п, $ движется относи- 
гельно первой со скоростью \, то величины ху, У, 25 будуг 
изменяться пропорционально времени, а остальные величины та- 
блицы останутся без изменения: 


м 
м 
—. 
-> 
—` 
"= 
# 
‘ 
2 
1% 
= 
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127. Преобразование скоростей и ускорений. Из таблиц 
для преобразования координат мы можем непосредственно получить 
таблицы для преобразования скоростей и ускорений, взяв производ- 


ныг по времени. При этом однако нужно считать величины х,, 
Ук 2, постоянными, Так как движение координат равномерное; 
точно так же и величины а, В, ] тоже остаются неизменными, 


потому что при параллельном движении углы между осями не 
меняются. Тогда для преобразования скоростей получаем таблицу: 


Е | т $ 

——————— | — 
х — Х 4 Чо 73 
У — У В, В» в 
2 — 20 1 72 Уз 


Таким же образом мы получаем и схему для преобразования 
_ускорений. Так как скорость движения самих координат постоян- 
ная, то ее производные по времени будут равны нулю, и мы 
зтолучим: 


Ех 
— х ил Ч |. 
У В в. Вз 

2 1 12 13 


Но эта схема совершенно такая же, какую мы получили бы 
лля преобразования вектора ускорения при неподвижных коор- 
динатах. 

128. Принцип относительности. Из только что полученного 
результата мы можем сделать ряд важных заключений. Дело в том, 
что в основные законы Ньютона входят ускорения материальной 
точки и пропорциональные им силы, и мы знаем, что уравнения 


{6 Теоретическая физика. Ч. ИП. 
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——=- ыы дно Ад———ди—_—_в——ыд————_——д_——д_——_—_—ы———————_——_—— —__—д 


Ньютона остаются в силе при переходе от одной системы непо- 
движных координат к любой другой, тоже неподвижной, системе. 
Теперь мы видим, что при равномерном и прямолинейном движе- 
нии координат друг относительно друга ускорения преобразуются 
так же, как при неподвижных координатах, и таким же свойством 
обладают, следовательно, и ньютонианские силы. Итак все уравне- 
ния Ньютона остаются в силе, будем ли мы их относить к непо- 
движным координатам или к координатам, движущимся равномерно 
и прямолинейно без вращений (оставаясь себе параллельными). 

Отсюда следует далее, что если мы будем делать наблюдения 
над механическими явлениями в какой-нибудь замкнутой в себе 
системе 5’, например в закрытом со всех сторон помещении, и не 
будем иметь возможности наблюдать явления, происходящие в дру- 
гих системах, то из наблюдений внутри системы 5” мы не в состоя- 
нии узнать, находимся ли мы вместе с наблюдаемыми нами предме- 
тами и явлениями в покое или мы движемся прямолинейно и 
равномерно по какому-нибудь направлению в пространстве. И в том 
и в другом случае все механические явления будут тождественны. 
Только относительные движения, происходящие в самой системе 5", 
доступны нашему наблюдению. Это положение представляет собою 
гак называемый приндип относительности классической механики. 

Если же система 5", которая служит нам основанием наших 
координат &, 1, &, движется неравномерно, или не по прямой 
линии, или ее движение сопровождается вращением, то, как увидим 
ниже, уравнения Ньютона изменяются, и это обстоятельство позво- 
ляет нам на основании наблюдений замкнутой системы 5” опреде- 
пить, находится ли она в покое или она движется. 

Таким образом принцип относительности классической механики 
ограничен равномерными, прямолинейными движениями координат; 
или, другими словами, он ограничен такими координатами, которые 
движутся по первому закону Ньютона, по инерции. На этом осно- 
вании принято называть совокупность систем координат, движущихся 
друг относительно друга по инерции, инердиальными системами. 

Иногда переходы от одной инерциальной системы к другой 
(т. е. те схемы, которые мы привели выше) называются иреобразо- 
ваниями Галилея Ньютоновы законы при галилеевых преобразова- 
ниях остаются неизменными (инвариантны.ми). 

В последнее время, благодаря главным образом работам А. Эйн- 
итгейна и других, этот ограниченный принцип относительности и сами 


= —мы—- дымы —-=——_——————ы—ы——=——_- =— — 
——— — о ———ж— 
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законы Ньютона обобщены так, что законы механики остаются 
инвариантныии при любом движении координат, причем вместо 
преобразования Галилея применяется более общее преобразование 
Лоренца. Но, как мы уже сказали раньше, в этой части теорети- 
ческой физики мы этих обобщений касаться не будем. 

129. Относительное ускорение. Если рассматриваемые нами 
системы координат $ и 5’ движутся друг относительно друга 


с ускорением \, постоянным по величине и по направлению, 
тогда материальная точка, имеющая относительно системы 5" уско- 


рение у, будет иметь в системе $ ускорение 

Ум Ну, 
и наша таблица перехода от одной системы к другой изменится 
только тем, что в ней. В первом столбце вместо х, у, 2 будет 
стоять Х-— Хх) у— У. 2—2. 

Так как силы, по закону Ньютона, пропорциональны ускоре- 
ниям, то и силы имеют только относительное значение. Для 
иллюстрации этого полезно будет привести несколько примеров. 

Три плоских предмета положены друг на друга и находятся 
в поле земного тяготения (рис. 91). Верхний предмет А имеет 
массу т и ускорение г, направ- т 
ленное вниз, но не падает, по- А 
тому что предмет В, лежащий ЕЕ 
непосредственно под ним, ока- 77 А Зе 
зывает ему реакцию в виде силы я ‚7 


А 


тх, направленной вверх (рис. 
Рис. 91. Пластинки во время покоя (а) 
91). Вес тела Д уравновеши- и во время падения (5). 


вается реакцией тела В, и тело 
А остается неподвижным. Совершенно так же и тело В не падает, 
потому что полдерживается телом С, которое своей реакцией долж- 
но уравновесить и вес тела В и ту реакцию, которую это последнее 
оказывает телу А; таким образом реакция тела С должна быть рав- 
на сумме весов тел В и А. При всех этих рассуждениях мы при- 
меняли третий закон Ньютона, по которому силы всегда действуют 
попарно: одну из этих сил можно рассматривать как действие, а дру- 
гую как противодействие, ему равное и противоположное. 

Теперь мы отнимаем тело С и даем телам Аи В свободно 
падать под действием силы тяготения Земли. Оба тела будут падать 


16* 
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< одинаковым ускорением &, их относительное ускорение будет 
равно нулю: вместе с этим их относительные силы, или давления 
друг на друга, должны уничтожиться. Этот принцип был ясен еще 
Галилею. Обыкновенно этот опыт показывают в аудитории в сле- 
дующем виде. Между телами А и В вкладывают слабую пружину; 
когда тела лежат друг на друге в покое, пружина сжимается совер- 
шенно (рис. 91, @), но когда дают телам падать свободно и они уже 
не давят друг на друга, пружина раздвигает их на заметное расстоя- 
ние (рис. 91, 6). Для того чтобы это раздвигание было яснее видно 
во время самого падения, движение 
пружины связывают рычагами с длин- 
ной стрелкой; во время падения всей 
системы стрелка отклоняется на боль- 
шой угол. 

Другой пример подобного рода 
мы можем получить, повесив маят- 
ник (рис. 92) со стержнем на нитке. 
Пока нитка держит точку привеса 
маятника (рис. 92, а), он может со- 
вершать качания под действием си- 
лы тяжести; мы знаем, что эти ка- 
чания обусловливаются моментом 
силы тяжести вокруг точки привеса 
маятника. Если же отрезать нитку, 
то маятник начнет падать вниз (рис. 

92, 6), его чечевица и его ось кача- 
Рис. 92. Маятник во время по- 
коя (а) и во время падения (6). НИЯ будут иметь одинаковое ускоре- 
ние х ни сил, ни моментов сил 
между ними не образуется, и маятник падает, оставаясь параллель- 
ным самому себе, без всяких качаний (рис. 92, 6). 

Целый ряд подобных демонстративных опытов был придуман 
Н. Любимовым. 

Для удобства демонстрации обыкновенно берут начальную ско- 
рость тел равною нулю; но мы получили бы тот же результат при 
бросании тел в поле тяготения с любою скоростью и по какому- 
угодно направлению. Два диска, лежащие друг на друге, при сво- 
бодном полете не будут оказывать друг на друга никакого давления 

Все это верно, однако, только для свободного падения и для 
свободного полета двух тел. Но уже в том опыте, с двумя дисками, 
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который мы описали выше, нижний диск будет испытывать во время 
падения сопротивление воздуха, и ускорение падения 2, будет 
меньше 2. В таком случае относительное ускорение будет равно 
(7 — 81), и тело А будет давить на тело В с силою 


В =т, (8 — #,). 


Точно так же, если мы положим диски на ладонь и будем поды- 
мать или подбрасывать их с некоторым ускорением #., направлен- 
ным кверху, тогда давление дисков друг на друга увеличится 
и будет равно 


ВБ. = т, (8-Е 5»). 


Только в тех случаях, когда # ==, давление тел друг на 
друга уничтожается. 

Обращаем внимание читателя на то обстоятельство, что все 
дело здесь в относительном ускорении, а не в скорости: отно- 
сительная скорость тел может быть равна нулю, и тем не менее 
тела будут давить друг на друга. 

Относительное ускорение мы можем ощущать в виде сил, напри- 
мер при начале подъема и при начале спуска на подъемной 
машине; относительное ускорение в горизонтальном направлении мы 
ощущаем, когда вагон быстро приходит в движение или быстро 
затормаживается. В известном фантастическом рассказе Жюль-Верна 
(Путешествие на Луну) о том, как снаряд с пассажирами был 
выстрелен из пушки с целью попасть на Луну, были приняты осо- 
бые меры к тому, чтобы пассажиры во время самого выстрела и 
во время падения на Луну не подвергались большим относительным 
ускорениям и силам; что же касается времени самого полета, 
то при свободном полете пассажиры, находящиеся внутри снаряда, 
не должны были ощущать ни собственного веса ни веса находя- 
щихся в снаряде предметов. 

130. Вращающиеся координаты. Мы рассматривали движе- 
ния двух систем би 5’ без вращений; теперь предположим, что 
система 5’ вращается с постоянною угловою скоростью 


а 


шо —= а, 


а система $(х, у, 2) находится в покое. Но для упрощения 
формул мы выберем оси координат х, у, 2 и & 1. & с общим 


= —д———ж——_———- 
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—^ 


— 


началом, причем оси & и & направим по оси вращения системы 
{рис. 93). 

Таблица перехода от одной системы координат к другой в дан- 
ном случае упрощается, так как координата 2—6 остается 
без изменения. Кроме того, 


У 
имеем: 
@- — С =— 
, : ; == 60$ (8, Хх) = с0$ а, 
а = с0$ (1, Хх) = 
—= с0$ (а -- 908) = — $та, 
В — 60$ (&, У) — 
ма —-, =: с0$ (90° — а) == чпта, 
0 
Рис. 93. Вращающиеся координаты. В. == с0$ (1, У) == с0$ а, 


и таблица принимает вид: 


Е а 


с05 а —Япа |; @Ч==а&. 


па 


Для того чтобы получить соотношения между скоростями точки 
относительно той и другой системы, достаточно взять производные 
по времени от этих формул, приняв однако во внимание, что 
теперь и угол & изменяется со временем с угловою скоростью а: 


= (х со д | узш а) - (— хяпа -Р у соз а). 1 == Е -| та, 


1 = (— хзтша-- усоз а) — (х соза К узт а). а=1 — &2. 


Здесь мы обозначили через Е и 1 проекции скорости точки 
на оси ё и т, которые имели бы место, если бы координаты были 
неподвижны, тогда как па и 4 представляют собою добавочные 
скорости, получившиеся именно вследствие вращения координат. 

Мы можем сейчас же обобщить эти формулы и на те случаи, 
когда ось вращения а направлена как угодно относительно непо- 
движных осей Х, у, 2. 
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Проведем в системе 5’ из начала координат О в рассматривае- 
мую точку Р радиус-вектор ОР =г. Если точка Р относительно 
системы 5’ остается в покое, то вектор г остается неизменным по 
величине, а только поворачивается вместе со всей системой $’ 


вокруг оси а с угловою скоростью а. Вследствие этого линейная 
скорость точки Р будет равна 


у, = [а›". 


Если же кроме этого вращения точка Р обладает какою-либо 
‹коростью \,, то результирующая скорость будет равна 


у=м -- [а+!". 


В рассмотренном нами выше частном случае ось вращения 
была направлена для неподвижной системы $5 по оси 7, а отно- 
сительно врашающейся системы по оси — (направление вращения 
и ось вращения должны составлять правовинтовую систему). 

Проектируя это уравнение на оси &, т, & и имея в виду, что 
а: ==а,==0, получаем опять: 


= га 


} = %0 — 54. 


Если точка находится в покое во вращающейся системе 5" 
{неизменно связана с ней, как точка абсолютно твердого тела), 
тогда Е—1==0; если же точка неподвижна в системе 5, то х == 
—у==0, и, следовательно, & =. ==0. 

131. Ц Центростремительное ускорение. При врашающихся 
координатах получается не только добавочная скорость, но и 
Эобавочное ускорение точки. Действительно, если материальная 
точка неизменно связана с вращающимися координатами 5’, то 
она будет двигаться по кругу с центром на оси вращения; а такое 
движение может иметь место только при ускорении, направленном 
к центру круга. Обозначив расстояние точки Р от оси вращения 
через #, можем для центростремительного ускорения написать: 


м4 2 
У, = — 0а?. 


Знак минус означает, что радиус-вектор проведен от оси вра- 
щения к точке Р, а центростремительное ускорение направлено от 
точки Р к оси вращения. 
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Имея в виду дальнейшие применения вращающихся координат, 
полезно будет вывести формулу для этого центростремительного- 
ускорения в самом общем виде при помощи векторного исчисления, 
на основании следующих соображений. 

Если какой-либо вектор А поворачивается на элементарный 


угол 47, не изменяя своей величины, то это означает, что к нему 
прибавился вектор [4а-А] (ч. 1, 41, 42). Если эта прибавка проис- 
ходит в некоторое время 4 то быстрота изменения вектора будет 
равна 


А =—=[а-А), а====а. 


Применяя эту формулу к радиусу-вектору точки г, мы полу- 
чаем соотношение между угловою скоростью а точки и ее линей- 
ною скоростью \ (17, 8) 


г, М, == [а-г. 


Применяя ту же формулу к вектору скорости \, мы получаем 
быстроту изменения скорости, т. е. ускорение. А так как в этом 
случае ускорение обусловлено только поворотом вектора без изме- 
нения его величины, то это есть не что иное как дентростреми- 
тельное ускорение, направленное к центру кривизны траектории. 
а в нашем случае к оси вращения координат. Итак для центро- 
стремительного ускорения, получающегося при вращении одной 
системы координат 5’ относительно другой системы 5$, мы имеем 
формулу: 
| у. == [а-у.] = [а[а-г]]. 


Раскрывая скобки по правилам векторного исчисления (ч. 1, 29, 31), 
мы получаем: 
у, —=а(г-а) —г(а-а) = 
—=/[а, со$ (аг) — г.]| а?. 


Стоящее в скобках выражение представляет собою разность двух 
векторов: единичного вектора г, и проекции этого вектора на еди- 
ничный вектор а. Из прямоугольного треугольника, в котором 
первый вектор г, служит гипотенузой, а второй — катетом, мы полу- 
чаем для их разности, т. е. для другого катета, величину 
— 6, эт (@г), и, следовательно, для ускорения точки выражение: 


У. —- фа’ (аг) а? = - - а’, 
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совпалающее с известным выражением для центростремительного 
ускорения. 

132. Ускорение Кориолиса. В предыдущем параграфе мы 
рассматривали случай, когда точка Р находилась в покое относи- 
гельно вращающейся системы координат $, и нашли, что она под- 
вержена действию центростремительного ускорения. Для движу- 
щейся точки Р во вращающихся координатах мы кроме того 
получаем еще добавочное ускорение, на которое обратил внимание 
Кориолис (Сопо!$) и которое получило поэтому название усхоре- 
ния Кориолиса. 

Для того чтобы получить ускорение Кориолиса, достаточно 


продиференцировать полученные нами выражения для скорости & 


и 1 еще (246, 130) раз по времени: 


Е — (хсозя-- узша) -— 2( — хзта-№ усоза) а-- 
+ (— хэта -Р усоз а) а?, 
1 —=(— хзта -- усоз а) — 2 (хсоза | узпада — 


—- (хяпа-- усоз а) а?. 


Это выражение состоит из трех частей, которые нами заклю- 
чены для ясности в отдельные скобки. Первая часть равна проек-- 
циям ускорения на оси системы 5", как будто система находится 
в покое (при постоянных углах @), третья часть есть не что иное 
как центростремительное ускорение, которому точка была бы под- 
вержена и в том случае, если бы она находилась в системе 5 
в покое; наконец, вторая часть представляет собою ускорение 
Кориолиса. Мы можем переписать полученные формулы в более 
кратком виде: 


= 212 -|- 127, 
2 8. 


Для более общего случая, когда ось вращения направлена не 
по оси (, а как угодно в пространстве, мы можем получить 
формулы для этого ускорения на основании следующих сообра- 
жений. 

Изменение какого-либо вектора А со временем мы можем всегда 
себе представить состоящим из двух частей: из изменения его величины 


ЕН - — -.—-. = = —- — - - - — ——— 
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и из изменения его направления. Для этого последнего изменения 
мы уже получили формулу (248, 131) 


= [а. А}, 


а следовательно для полного изменения вектора А со временем, 
или, точнее, Для быстроты его изменения мы можем написать: 


а ‚ 
р: (А) —=А,-- [а . А]. 


Здесь первый член суммы представляет собою быстроту изме- 
нения вектора, не принимая во внимание вращения. 

Применяя эту формулу к радиусу-вектору г точки Р, принадле- 
жащей к системе 5’ и вращающейся вместе с нею, получаем 
{сравн. 18, 9): 


= Е (а- 1 


А применяя ту же формулу к вектору у скорости этой точки, 
получаем (сравн. 22, 11): 


= + [4-40], 


ИЛИ 


по =% 2 ам - а[а-1]}, 


где через у, обозначено ускорение точки, которое она имеет по- 
мимо вращения системы $5. Третий член написанного выражения есть 
центростремительное ускорение в уже известной нам векторной 
форме, а второй член представляет собою ускорение Кориолиса. 
Если мы применим эту общую формулу к рассмотренному выше 
случаю, когда ось вращения совпадает с осью — &, то получим 
прежние формулы. 

Мы видим, что ускорение Кориолиса равно удвоенному вектор- 
ному произведению из угловой скорости вращения и из линейной 
скорости точки. Направление ускорения Кориолиса определяется по 
правилу правого винта: оно перпендикулярно и к оси вращения 
и к скорости движения точки. Величина этого ускорения равна 


2а9-$1пт (а@:9). 


Это ускорение равно нулю для покоящейся точки (9==0) и 
для точки, движущейся параллельно оси вращения [5т (@:9) = 0]. 


кн —- $=———ы———ыыыыы——ы—=——“—“—“„“—.“—=ы—ы“„—_.—-.-—— ——————_ 
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133. Синтез ускорения Кориолиса. Для того чтобы как 
можно яснее представить себе происхождение ускорения Кориолиса, 
мы рассмотрим следующий частный случай. Представим себе диск, 
равномерно вращающийся вокруг оси О с угловою скоростью а 
(рис. 94). Точки этого диска а и $ будут иметь линейные скорости, 
перпендикулярные к радиусу Об 


9 — та, 9 — па. 


Если какая-нибудь материальная точка движется по радиусу 
диска со скоростью у, тео она пройдет рас- 
стояние (26) во время 


#— (2) 8 —^ 


9 о ' 


К 


1) 
и за это время скорость материальной точки | 


изменится на величину (5, — 5.). Следователь- 
но’ изменение скорости в единицу времени, 
или ускорение точки, будет равно 
РИ И а, Рис. 94. Первая часть 
ускорения Кориолиса. 
Из рис. 94 мы видим, что это ускорение направлено перпендику- 
лярно и к угловой скорости а и к скорости точки 9, как и ‘уско- 
рение Кориолиса, только величина его вдвое меньше, чем нужно. 
Это произошло потому, что мы при расчете приняли во внимание 
только изменение величины вектора скорости со временем, а нужно 
принять еще во внимание и изменение его направления. Действи- 
тельно, за время {$ диск повернулся на угол а, и вместе с ним по- 
вернулась на тот же угол и радиальная 


и 
раё Скорость точки. Поворот вектора х® на 
угол а эквивалентен прибавке к нему но- 
вого вектора 9.а+ перпендикулярно к его 
9 

С прежнему направлению (рис. 95); относя 

Рис. 95. Вторая часть ус- 
корения Кориолиса. это изменение вектора к единице време- 


ни, получаем ускорение 45, что вместе с 
ранее полученным составляет полную величину ускорения Корио- 
лиса 2а9. 

Игак ускорение Кориолиса мы можем рассматривать как соста- 
вленное из двух частей: 


— дд ——ААААА————д—д——- —-—— — 
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а) ускорение, происходящее от движения точки в места с боль- 
шею скоростью; 

б) ускорение, происходящее ог изменения направления движе- 
ния точки. 

Оба эти ускорения одинаковы по величине и по направлению 
и оба направлены перпендикулярно и к оси вращения и к скорости 
гочки, по правилу правого винта. 

Теперь мы рассмотрим другой случай, когда материальная точка 
движется не вдоль радиуса диска, а по его окружности. Обозначим 
скорость точек окружности диска через 9, ==7а, а скорость мате- 
риальной точки относительно диска через Е 5. 

Поставив двойной знак, мы тем самым соединяем вместе рассмот- 
рение двух случаев: когда точка движется в ту же самую сторону, 
как и диск, и когда точка движется против направления движения 
диска. Действительная скорость материальной точки булет равна 
сумме этих величин (9, -Е9), а ее угловую скорость а мы получим, 
разделяя эту сумму на расстояние точки от оси вращения 


Соответственно с этим центростремительное ускорение точки 
будет равно: 


. . $ 2 $? 
о. (в) = "(а — га? 5 2а)---;. 


Первый член правой части полученного выражения представляет 
собою центростремительное ускорение точек вращающегося диска; 
последний член равен тому центростремительному ускорению, кото- 
рое материальная точка имела бы, если бы она (без отношения к 
диску) вращалась сама вокруг той же оси О с линейною скоростью 9 


ОК 
и с угловою скоростью -. Наконец, второй член нашего трех- 


члена, возникший вследствие относительного движения материаль- 
ной точки и диска, представляет собой не что иное как ускорение 
Кориолиса. Таким образом в этом случае ускорение Кориолиса у 
нас получилось как простое следствие из центростремительного 
ускорения. 

134. Переход от ускорений к силам. В предыдущих пара- 
графах мы пришли к заключелию, что покоящаяся или движущаяся 
материальная точка в какой-либо системе 5' только в том случае 


———_—————_А———ю——ы—ю—=—=ы=ы=—»__<»<_—<——ы————д—А—А—А—АА—„А„—„——/—_—ААА——.——/——— 
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может участвовать во вращении этой системы, если на нее будут 
действовать добавочные ускорения, а именно центростремительное 
ускорение и ускорение Кориолиса 


[а [а-1]] -- 2[а.у]. 


Если же точка свободна и движется в пространстве по инерции, 
то с точки зрения вращающейся системы 5’ она будет двигаться с 
ускорением, равным 


— Ё [а.г]] — 2 [а-\]. 


По второму закону Ньютона каждое относительное ускорение $ 


сопровождается появлением силы 15, где т—масса материальной 
точки. Поэтому, если вращающаяся система 5’ желает увлечь мате- 
риальную точку в свое вращение, то она должна действовать на 
точку с силами 


+ т [а [а- г] -Е то [а-\]. 


При этом по третьему закону Ньютона возникнут равные и 
противоположные этим силам противодействия: 


т Ё [а-г]| — т2 [а-у]. 


Эти рассуждения имеют совершенно ту же форму, как и при 
объяснении возникновения центростремительных и центробежных 
сил, только здесь для движущейся точки прибавляются еше силы 
Кориолиса. 

135. Замечание о применении принципа относительности 
в механике Ньютона. Все наши чисто геометрические и кине- 
матические соображения и выводы, касающиеся преобразования 
координат, скоростей и ускорений, относятся в одинаковой мере 
как к системе $, так и к системе 5". Будем ли мы при этом считать 
систему $ за неподвижную, а систему 5’ за движущуюся каким- 
либо образом, или, наоборот, будем считать систему $ в движении, 
а систему 5’ в покое, — это безразлично, потому что все наши 
формулы основаны исключительно на относительных скоростях 
движения рассматриваемых двух систем. Поэтому мы можем сказать, 
что в кинематике принцип относительности имеет полную силу. 

Нечто другое мы получаем, перехоля к механике, т. е. переходя 
от ускорений к силам. 


— ————_—_—_— м —жд—————ы————А————А„—а——-- — 
= ——————————ыЫ—ы———щ—— д киААА/ЧЗ АА/ААА — идиот 
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Правда, при прямолинейном и равномерном движении одной си- 
стемы относительно другой, ускорения и силы преобразуются совер- 
шенно так, как будто эти системы находятся друг относительно 
друга в покое (241, 127). Это дает нам право сказать, что для инер- 
циальных систем принцип относительности сохраняет свою силу и 
в механике. 

Однако в случаях непрямолинейных и 
вращательных движений кинематический прин- 
цип относительности к механике оказывается 
неприменимым, как это мы покажем сейчас 
на некоторых простых примерах. 

Два одинаковых сосуда $ и $’ висят на 
шнурках один под другим (рис. 96), и мы 
можем каждому из них в отдельности со- 
общить вращательное движение вокруг вер- 
тикальной оси. Положим, что мы привели 
сосуд 5' во вращение. Тогда наблюдатель 
из покоящегося сосуда $5 увидел бы, что 
отдельные точки сосуда 5’ описывают круги; 
но совершенно так же и наблюдателю из вра- 
щающегося сосуда $’ показалось бы, что от- 
дельные точки покоящегося сосуда $ описы- 
вают круги. Каждый из наблюдателей, виля 
круговое движение, пришел бы к заключению, 
что точки другого сосуда движутся не по 
инерции, а с центростремительным уско- 
рением. Таким образом, с чисто кинематиче- 
ской точки зрения, оба сосуда вполне эквивалентны, независимо 
от того, который из них находится во вращении. Между тем, если 
мы нальем в оба сосуда воды и повесим на их борты маятнички, 
то их эквивалентность пропадает: во вращающемся сосуде уровень 
воды будет не плоский, как в покоящемся сосуде, а вогнутый, и 
маятнички на его бортах будут отклонены (рис. 96). 

Производя подобный опыт, Ньютон пришел к заключению, чго 
вращательное движение имеет для механических явлений не отно- 
сительное, а абсолютное значение. 

Слово „абсолютный“ не нужно здесь понимать в каком-либо 
отвлеченным смысле, а вполне реально, т. е. с опытной точки 
зрения, и означает опо следующее. 


Рис. 96. Опыт Нью- 
тона. 
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Если мы будем делать наблюдения над механическими явлениями 
в какой-либо замкнутой со всех сторон системе 5’, например в 
закрытом со всех сторон помещении, и не будем иметь возмож- 
ности наблюдать явления, происходящие в других системах 5, то 
мы, правда, не в состоянии будем узнать, находится ли наша система 
в покое или она движется по инерции в какую-либо сторону про- 
странства (242, 128), но если наша система движется неравномерно или 
вращается, хотя бы и равномерно вокруг какой-либо оси, то это 
мы можем обнаружить, наблюдая возникновение центробежных сил 
и сил Кориолиса. 

Наглядный пример этому мы имеем в астрономических явлениях... 
Наблюдение неба показывает нам, что небесные светила и Земля 
находятся во вращательном движении друг относительно друга, и 
со времен Коперника мы знаем, что вращается не небо, а Земля 
вокруг своей оси и вокруг Солнца. С кинематической точки зрения 
оба положения вполне эквивалентны, и мы принимаем гипотезу Ко- 
перника потому, что она несравненно проще описывает движения 
планет, чем система Птоломея. Упрощение это так велико, что мы 
не можем не приписать гипотезе Коперника гораздо больше вероятия,. 
чем другим гипотезам. Но, с точки зрения механики Ньютона, гипо- 
теза Коперника может быть проверена на опыте. Если Земля дей- 
ствительно вращается, то на поверхности Земли должны обнаружи- 
ваться центробежные силы и силы Кориолиса: если бы Земля была 
в покое, а вращалось бы небо и Солнце вокруг Земли, то ни 
центробежных сил ни сил Кориолиса на земле не было бы. | 

В следующих параграфах мы разберем относящиеся сюда явления. 
и покажем, что Земля действительно вращается вокруг своей 
оси, согласно с воззрениями Коперника. 

136. Отклонение отвеса вследствие вращения Земли. 
Для упрощения расчетов и для большей их наглядности мы примем, 
что Земля имеет шаровую форму. По четвертому закону Ньютона 
ускорение силы тяжести на поверхности Земли должно быть на- 
правлено к ее центру. Но, вследствие вращения Земли, на материаль-- 
ную точку, находящуюся на географической широте Х, кроме силы 
тяжести т, должна действовать еще центробежная сила тс 


т.с = Т.Р С0$ ^-а2?. 


Если мы подвесим груз на гибкой нити (отвес), то она вытянется. 
но направлению равиодействующей обеих этих сил (рис. 97). Так 


р ——_—— =— к С. —— ры риа 
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как и центробежная сила и сила тяготения пропорциональны массе 
точки, то мы можем вместо сил рассматривать векторы ускорений, 
образующие тот же треугольник (рис. 97) только в другом масштабе. 
Из этого треугольника мы получаем соотношения 


откуда для отклонения отвеса от радиуса-вектора, проведенного из 


————-—---- 


иЗА ‚ А. 


Рис. 97. Отклонение отвеса вследствие 
вращения Земли. 


центра притяжения Земли, 
получаем: 


с.ш А 
ша —=-—- — 7" п 2). 


& 28 


Так как эти отклонения 
сравнительно невелики, то мы 
можем положить $ш Я@==а4: 


р 
Я — а т 9). 
25 


Подставляя сюда число- 
вые значения: 


г --6,4.108.ст, а —=0,73.10-6.5ек-1, 


© — 980 ст-зек ?, 


имеем: 


—: 0,0017 эт 2%. 


Следовательно на полюсах, где центробежная сила равна нулю, 
и на экваторе, где она направлена по радиусу земного шара, откло- 
нение отвеса @ равно нулю. Для средней широты 45° отклонение 
наибольшее и имеет величину около 6 минут. | в 

Что касается величины результирующего ускорения &, то из 
того же треугольника имеем (в том же приближении) | 


` 


& — 80 


эт 1 
т (© -- а) = 2% ( 


а. сю 1.) 


и Лля зависимости этого ускорения от широты места получаем 


формулу: 


$2, (1-- 0,0034 соз? \) 
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Непосредственные измерения ускорения © из наблюдений над кача- 
нием маятника в разных местах земного шара приводят к формуле 


2—8, (1 — 0,0052 соз? 4). 


Разница между коэфициентами при с0$?) в этих двух формулах 
объясняется очень просто тем, что Земля не имеет формы шара, 
как это мы приняли для расчета, а сплюснута по оси вращения. 
Из полученной разницы между теорией и измерениями можно даже 
определить сплюснутость Земли, и расчет показывает, что эта 
сплюснутость равна 


1 
298,3 


в согласии с геодезическими измерениями. 

137. Опыты Этвёша. Явление отклонения отвеса от его нор- 
мального направления вследствие центробежной силы вращения 
Земли дало повод Этвёшу (К. Еб\у6$, 1890) для проверки законов 
Ньютона. Дело в том, что по второму закону Ньютона сила про- 
порциональна производимому ею ускорению и пропорциональна 
массе тела. С другой стороны, по четвертому закону Ньютона и 
тяготение тел друг к другу тоже пропорционально массе тяготею- 
щих тел, причем коэфициент пропорциональности, так называемая 
постоянная тяготения А (39, 20), одинакова для всех тел и не за- 
висит ни ОТ их химического состава ни от их молекулярного 
состояния. | 

Для того чтобы удостовериться в том, что в оба эти закона 
входит одна и та же величина т массы тела,‚ мы можем произ- 
вести самые разнообразные опыты. Наибольшей точности мы до- 
стигнем, если поставим опыт так, чтобы в нем масса какого-либо 
тела играла роль одновременно и инертной массы по второму за- 
кону Ньютона и тяготеющей массы по четвертому закону Ньютона. 
Подобный опыт можно произвести, например, с маятником. Обозна- 
чим инертную массу маятника через т,; тогда, по второму закону 
Ньютона, мы должны приравнять действующую силу произведению 
из этой массы на ускорение та (| — длина маятника и &— угло- 
вое ускорение). С другой стороны, на маятник действует сила тяго 
гения, и если мы тяготеющую массу обозначим через т, то полу- 
чим вес этой массы „= и составляющую этого веса вдоль траектории 


17. Теоретическая физика. Ч И. 


=———ы—_—щ—ы—_—_—_—_———_—_—— —. — — ———_—_— — — — д ——_ 
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маятника. 11,2 51 @. Таким образом уравнение маятника у нас на- 
нишется теперь так (ср. 194, 104, рис. 74): - 


ту Я —= т 8 эт а. 


При решении этого уравнения мы получим для периода коле- 
бания ‘маятника при малых амплитудах 


ГГ т 
т=2т гот. 


В прежних наших формулах масса т совсем не входила в под- 
коренное выражение, потому что мы принимали по законам Ньютона, 
что 7, = т. Если же законы Ньютона неверны или неточны, то, 
производя измерения периода колебания маятника определенной 
длины, но с чечевицами из различных материалов, мы должны по- 
лучить, вообще говоря, различные периоды колебания, 

`Подобные опыты были произведены прежде всего самим Ньюто- 
ном, а затем и многими другими физиками. Наиболее точные из- 
мерения были сделаны Бесселем (Е. \. Веззе!), причем оказалось, 
что действительно т, ==т., с точностью до 0,000018. 

Для еще более точной проверки закона Ньютона о равенстве 
инертной массы 21. и тяготеющей массы м, Этвёш воспользовался 
явлением отклонения отвеса. Для угла отклонения отвеса от напра- 
вления к центру тяготения мы должны теперь написать формулу 


(256, 136) 


а—"? 0,0017.-5т 2). 
пи 


По законам Ньютона отношение т, к т, равно единице; но мы 
предположим, что это отношение отличается от единицы на неко- 
торую величину А, которая может для различных тел быть различ- 
ною. В таком случае и отклонение @& тоже для различных тел будет 
различно, а разность углов отклонения отвеса для двух каких-ни- 
будь веществ можно представить в виде 


`‘ 


Е=а,--а, =(& — 2,) 0,0017 $ 2}. 


Для определения этой разности Этвёш построил следующий при- 
бор. На тонкой длинной проволочке аб (рис. 98) подвешено гори- 
зонтально легкое коромысло, на концах которого прикреплены два 
груза А и В олинаковой массы т, но из различного материала. 
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Представим себе, что коромысло поставлено перпендикулярно к ме- 
ридиану места 5. Та масса т (на рис. 98, масса А), для которой 
отклонение отвеса больше, будет тянуть свой конец коромысла к 
югу (вследствие центробежной силы вращения Земли) сильнее, чем 
другая масса, для которой @, меньше. В результате этого вокруг 
оси абс образуется некоторый момент Л, поворачивающий коро- 
мысло и закручивающий прово- 
лочку аб. Для угла закручивания 
мы имеем формулу 


3— М, 


а 


где $ — некоторый коэфициент, за- 
висящий от длины, толщины и 
упругости проволочки аб (123, 
72). Обозначив через [= сА —=сВ 
плечо коромысла, можем для мо- 
мента сил написать 


М = тз (а, — а.) {= тэ! Рис. 98. Прибор Этвёша. 


где, по малости углов, все синусы заменены самими углами. Со- 
единяя обе формулы в одну, получаем для угла закручивания про- 
волочки 

В = 6. то. 0,0017 зт 2%. 


Измерить этот угол непосредственно мы не можем, потому что нам 
неизвестно положение коромысла при т, = т.. Мы могли бы опре- 
делить это положение, взяв массы А и В совершенно одинаковыми 
и по величине и по материалу; тогда А, будет равна А, и == 0. 
Но гораздо практичнее поступить следующим образом. Заметив 
предварительно, по возможности точнее, положение коромысла при 
взятых нами массах А, и В, из различного материала, переместим 
затем обе эти массы (или повернем коромысло на 1805); ту массу, 
которая помещалась на конце А коромысла, прикрепим к концу В, 
а ту массу, которая была на конце В, прикрепим к концу А. При 
этом новом расположении тянуть сильнее на юг будет та же 
масса, что и прежде, но она будет тянуть теперь за другой конец 
коромысла и поворачивать коромысло в противоположную сторону, 
чем прежде, но, конечно, на тот же угол В. Следовательно новое 
17» 
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положение коромысла должно образовать с его прежним положение» 
угол 28, который мы можем точно измерить: 


28 —26.т1.0,0017 эт 2. (&, — ^,). 
Для аппарата Этвёша мы можем положить 


т =25 вт, — 20 ст, $ — 0,5, 
в—980, — \—455, 
28 =490000.0,0017 (Ё, — №) == около 1000 (#, — &,). 


Далее, так как при помощи зеркального отсчета (ср. 102, 57) 
мы можем заметить отклонения 28 —= 0,0001, то Этвёш мог бы 
констатировать разницу между А и №, приблизительно в 0,0000001. 
Однако, несмотря на тщательность и точность опытов с самыми 
разнообразными веществами, Этвёшу не удалось заметить никакой 
разницы между отклонениями коромысла до и после перестановки 
масс А, и В.. Отсюда мы можем заключить, что закон Ньютона 
т. —= т. соответствует действительности и притом с точностью по 
крайней мере до 0,0000001. 

138. Влияние вращения Земли на движущиеся тела. Воз- 
вратимся опять к нашей ; общей задаче и напишем для. движения 
материальной точки у поверхности вращающейся Земли следующее 
основное уравнение: 


“. = Е — [а [а-|—2 [а+\]. 


В последующих рассуждениях мы будем предполагать, что на 
точку действует только одна сила тяготения и, следовательно, 


| 
= будет ускорение силы тяжести на поверхности Земли. Обозна- 


чим результирующее ускорение силы тяжести и центробежной силы 


через г (256, 136); это ускорение определяет и направление отвеса 
и период колебания маятника, и вообще оно может быть непосред- 
ственно измерено при помощи качающегося маятника. Наше урав- 
нение при этом несколько упрощается: 


а ` 
аЕ\) = 9 — 28-9]. 


Установим в месте наблюдения следующую систему координат: 
ось Х направим по меридиану на юг, ось У направим по параллели 
на восток, и, следовательно (правовинтовая система), ось  верти- 


= = - —_— ща ера - - —- = — 
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кально (по отклоненному уже отвесу) вверх. Проектируя наше урав- 
нение на эти оси, получаем три скаларных уравнения: 


х-=: —За,2-|- 2а,у 
у = —2а,х —- 2а,2 


2— —2ау--2аух — в. 
В эти уравнения нам необходимо еще подставить проекции 


угловой скорости а вращения Земли на выбранные нами оси 
координат, а именно: 


а,= —а с0$ ^, а,—=0, а,=азш), 


где Х — географическая широта места. После этой подстановки у 
нас остается: 

х = 2аз1пт\-у 

у= —2азшА.х — 24а с0$^.2 

2 = —2а с0$ \- у— 2. 


Мы не будем решать эти уравнения, а разберем только два 
частных случая. 

Во-первых, предположим, что тело, предоставленное самому себе, 
с начальною скоростью равною нулю, свободно падает с некоторой 
высоты й. Мы знаем, что при этом под действием земного ускоре- 
ния тело довольно быстро приобретает значительную скорость 


= — 1 В ЕЕ. 


Имея это в виду, мы можем во втором из вышенаписанных 
уравнений для первого приближения пренебречь первым членом с 


множителем х по сравнению со вторым членом, в котором множи- 
телем является вертикальная скорость 2, 
у= —2а с0$ \-2. 

Из этого уравнения мы видим, что при падении тела по оси —7 
появляется ускорелие Кориолиса по оси --7У. Следовательно тело 
будет падать не по отвесу, а будет во время падения все более и более 
отклоняться на восток. 


Подставляя сюда 2 == — 2, получаем уравнение 


у — 2а со$ ^. 2, 
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которое по интегрировании дает: 
В 1 . / 8 
— о — ==—-_ О — о 
у а 0$)... 5 @с0$ } | г 


При падении с высоты 10.м, на средней широте, отклонение 
палающего тела на восток получается равным около 1,5 см. 


Если мы полученное нами у подставим в мервое уравнение 


для х, то во втором приближении у нас получится небольшое от- 
клонение и на север. 

Опыты, произведенные с падающими телами различными физи- 
ками, в общем подтвердили существование обоих этих отклонений. 
Однако точность подобных опытов не особенно велика, потому 
что влияние сопротивления воздуха при падении и других случай- 
ных причин несравненно болыше, чем влияние вращения Земли; 
незначительная асимметрия тела относительно оси падения мо- 
жет произвести уже значительные отклонения. То же самое нужно 
сказать и об опытах с телами, брошенными в горизонтальном на- 
правлении или м0д углом к горизонту. Поэтому нам достаточно 
будет разобрать эти последние случаи движения только с качествен- 
ной стороны. 

139. Изменение траектории брошенного тела вследствие 
вращения Земли. При рассмотрении случаев, когда горизонталь- 
ные скорости тела значительно превосходят его вертикальную ско- 


рость, мы можем для первого приближения пренебречь г по срав- 


нению с х и написать: 
х —=--2азт*.-у, —_—2а зщ )..х. 


Из этих формул мы непосредственно видим, что при стрельбе 
по параллели (--у) возникает ускорение по меридиану (--х), а 
при стрельбе по меридиану (--х) возникает ускорение по парал- 


лели (Е У). Как в том, так и в другом случае отклонение траекто- 
рии снаряда происходит вправо, если движение происходит в север- 
ном полушарии Земли и мы смотрим по направлению движения 
снаряда. В южном полушарии отклонение будет происходить влево, 
опять в предположении, что мы смотрим по направлению движения 
снаряда. 

Мы предлагаем читателю вывести это последнее правило непо- 
средственно из векториальной формы ускорения Кориолиса и убе- 
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диться, что правило сохраняет свою силу также при вертикальном 
движении тела и вообще при каком угодно направлении движения: 
Южное и северное полушария Земли отличаются друг от друга тем, 
что для первого $1). `> 0, а для второго $т).< 0. 

Известный пример этому явлению представляют собою так назыз 
ваемые пассатные ветры, которые при своем движении от экватора 
к полюсам принимают все более и более восточное направлёниё 
(см. Метеорологию). 

Мы прибавим к этому еще, что траектория брошенного тела из- 
‘меняется вследствие вращения Земли не только в горизонтальной 
плоскости, но и в вертикальной плоскости. Однако и это различие 
не настолько велико, чтобы его можно было подтвердить количе- 
хтвенным опытом. 

140. Изменение веса тела, движущегося по поверхности 
Земли. Мы переходим теперь к рассмотрению третьего из наших 
уравнений, которое мы перепишем в следующем виде: 


—__ 1. 24 60$А.,\. . 
=—=(1- о У) 


Подставив сюда численные значения: 
а = 0,73.10—8, с05459—=07, ©==980, 


получаем (приблизительно): А .} 


= —& (1-Е 10-1.у). 


Отсюда мы видим, что движение тела по параляели (у) соч 
провождается изменением вертикального ускорения Земли: при дви- 


жении тела на восток (-- У) вес тела должен увеличиваться, а при 


движении на запад (— У), вес тела должен уменьшаться. Для ско- 
т 
ростей У=1 >. эти изменения представляют только одну десяти- 


миллионную часть веса тела; это находится уже на границе точности 
‘современных весов. Но при больших скоростях эти изменения веса 
могут сделаться заметными. | 

Этвёи! придумал для демонстрации этого явления следующий 
остроумный метод. Коромысло рычажных весов (рис. 99) нагружено 
двумя одинаковыми массами т и может совершать, как обыкновенно, 
колебания около горизонтальной оси О. Штатив, ‘на котором но- 
коится призма коромысла весов, может быть приведен во вращение 


= ое = ж—иа—да—ж——- 
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вокруг вертикальной оси при помощи ремня А. Во время такого 
вращения каждая из масс т будет двигаться то на восток, то на 
запад и, следовательно, будет делаться то тяжелее, то легче, чем 
масса, лежащая на противоположном конце коромысла. Поэтому, 
вращая диск, мы в то же самое время раскачиваем коромысло весов. 
Если согласовать период вращения диска с собственным периодом 
качания коромысла с грузами, то можно раскачать (явление резо- 
нанса 136, 78) весы так силь- 
но, что отклонения будут` хо- 
| рошо заметны. Для того. чтобы 
5. сделать эти отклонения види- 
| с мыми целой аудитории, Этвёш 
п прикрепил к коромыслу горизон- 
тальное зеркальце $; луч света, 
_ направленный на это зеркальце, 
ини (.). ‚, отражается на экран СС, и 
т | т даже небольшие отклонения 
коромысла от положения равно- 
| 7; весия сопровождаются замет- 
О ными перемещениями светлой 
172 линии на экране. Если вместо 
экрана поместить масштаб (спо- 
Рис. 99. Опыт Этвёша с вращающи- соб Поггендорфа-Гаусса), то 
мися весами. 
отклонения коромысла могут 
быть измерены; зная чувствительность вёсов, можно по этому откло- 
нению определить перевес одной массы над другой и таким образом 
проверить теорию. | 
141. Маятник Фуко. В 1851 г. французский физик Фуко 
(Г.. Роисаий) произвел в Пантеоне в Париже знаменитый опыт с 
качанием маятника; при этом плоскость качания маятника не остава- 
валась постоянной, а равномерно поворачивалась, обнаруживая та-- 
ким образом вращение Земли. Опыт Фуко произвел тогда большое 
впечатление, и до сих пор он не потерял своего значения потому, 
что в этом опыте мы имеем возможность наблюдать вращение 
Земли без отношения к тем или другим движениям, видимым на 
небе. Астрономические наблюдения дают нам только относитель- 
ные движения Земли и других небесных тел, и на основании чисто 
кинематического принципа относительности эти наблюдения не по- 
зволяют нам решить вопрос, движется ли Земля вокруг своей оси 


С 


= т дд — 
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— ——_- - - _- - - —————————_ дд ——- 


или весь небесный свод вращается вокруг неподвижной Земли. Пер- 
вое предположение кажется нам более вероятным, но этого, конечно, 
еще недостаточно. Механика Ньютона ставит этот вопрос не на ки- 
нематическую, а на механическую точку зрения, и тогда он полу- 
чает вполне определенное, реальное значение, а именно: если какое . 
либо тело (в частном случае наша Земля) действительно вращается, 
то на нем должны обнаруживаться силы вращения, т. е. центробеж- 
ная сила и сила Кориолиса. 

В применении к маятнику, мы получаем следующее: во время 
покоя. маятник будет несколько отклонен от направления силы тя- 
жести, вследствие центробежной силы вращения Земли (отклонение 
отвеса 956, 136); во время качания маятник должен отклоняться 
в северном полушарии вправо, если смотреть вдоль его движения 
(262, 139), вследствие влияния силы Кориолиса. 

Если мы представим себе, что маятник, при движении на восток, 
отклоняется на юг, а при обратном движении на запад отклоняется 
на север, то нам станет ясно, что маятник должен описывать 
петли. 

Теорию этого явления мы можем получить непосредственно из 
теории качания сферического маятника (262, 116), если прибавим 
к этому вращение маятника относительно Земли. Положим, что 
наблюдения производятся на географической широте \), тогда проек- 
ция угловой скорости вращения Земли на вертикальное направление 
места будет равна 

а = ат А. 

Этот вектор направлен в зенит, и вращение Земли происходит в. 

направлении 


№ — И — 5 — О == Север — Запад — Юг — Восток. 


Следовательно вращение маятника относительно Земли будет 
происходить в противоположном направлении, а именно: 


О — $ — И — М== Восток — Юг — Запад — Север. 


Предположим, что маятник находился в локое, когда мы ему 
сообщили толчок по направлению 01 (рис. 100,а); дальнейшие его. 
качания будут происходить в неподвижной плоскости 01230. Однако 
наблюдателю, находящемуся на врашающейся Земле, будет казаться, 
что эта плоскость равномерно поворачивается с угловой скоростью а, 
и что маятник описывает петли, изображенные на рис. 100,5. 
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ЕслИ же мы, вместо того чтобы сообщать маятнику толчок, от- 
клоним его от положения равновесия на расстояние А, и затем пу- 
стим его качаться, не сообщая ему никакого толчка, то дальнейшее 
его движение все-таки не будет происходить ‘.в вертикальной плосз 
жости, как это может показаться с первого взгляда. Дело в том, 


( : а Ь , ) 
Рис. 10). Опыт Фуко при начальном толчке. 


тм, 


Рис. 101. Опыт Фуко при начальном отклонении. 
а) Движение маятника в неподвижном пространстве. Ъ) Движение маятннка 
относительно вращающейся Земли. 


что, отклоняя маятник, мы тем самым уже сообщаем ему угловую 
скорость вращения а, вокруг вертикальной оси, а в момент пуска 
маятник будет иметь секториальную скорость 


. 1 о 
5=- Аа), 


——ы-——- --—— ОШ 
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которую он сохранит и при дальнейшем своем движении. В резуль- 
тате движение маятниха будет происходить по эллипсу (323, 117). 
Если отклонение очень мало, то в первом приближении можно счи- 
тать этот эллилс неподвижным в пространстве, и, следовательно, для 
земного наблюдателя он будет поворачиваться с угловою скоростью а, 
как поворачивалась в предыдущем случае плоскость качания. Если 
же начальное отклонение не очень мало или точность опыта трех 
бует принятия во внимание поправки второго приближения. (225, 
117), тогда надо иметь в виду, что траектория маятника уже имеет 
огносительно неподвижного пространства угловую скорость (225, 


117) 


а следовательно, относигельно земного наблюдателя траектория 
качания маятника будет поворачиваться с угловою скоростью 


+9 


Из этого мы видим, что если мы хотим из наблюдений над ка- 
чанием маятника Фуко определять угловую скорость вращения 
Земли @, то лучше будет пускать маятник толчком из центра, н 
во всяком случае выбирать амплитуду качания как можно меньше. 

Заметим еще, что при пускании маятника с отклонения А, когда 
действительная траектория маятника имеет вид эллипса с полуосями А 


Ч 
и В =: А, для земного наблюдателя эта траектория не будет 


представляться в виде эллипса, а будет иметь на крайних точках 
острые концы. Действительно, ведь для земного наблюдателя ско- 
рость движения маятника в его крайних положениях будет равна 
нулю, как она была равна нулю и в начальный момент пуска 
маятника. 

На рис. 101,а изображены движения маятника по эллипсу с 
медленно поворачивающимися осями. На рис. 101 изображено 
то же движение, как оно представляется земному наблюдателю. 

Для того чтобы приблизительно иметь понятие о том, как долго 
нужно ждать, пока поворот качаний маятника сделается заметным, 
произведем следующий подсчет. Земля делает полный оборот в 


360 — 15 
24 


| 


24 часа, и, слеповательно, поворачивается в один Час на 
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градусов. На географической широте 45° при зш 45° —=0,7 угловая 
скорость @, будет составлять 0,7 от угловой скорости Земли. По- 
этому маятник Фуко должен поворачиваться на этой широте при- 
мерно на 10 градусов в час. 

Бравэ видоизменил опыт Фуко, пуская маятник по кругу (218. 
116). Разница в угловой скорости движения маятника по правому 
и по левому кругу была равна 2а,. Предлагаем читателю самому 
обдумать этот опыт. 


ГЛАВА [Х. 


УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА. 


142. Возможные перемещения точки. Возможными пере- 
мещениями 4$ материальной точки с составляющими дх, бу, 82 
по осям координат называются такие элементарные перемещения, 
которые возможны для точки в рассматриваемый момент вре- 
мени. Если точка совершенно свободна, то любые перемещения 
5$, взятые по любому направлению, будут возможны, и величины 
3х, ду, 82 могут быть взяты совершенно произвольно. Если же дви- 
жение точки ограничено какою-либо связью 


Л(х, У, 2) =0, 


тогда величины бх, ду, 82 уже не могут быть взяты произвольно, 
а они должны удовлетворять уравнению 


Если данная связь содержит и время. 
Л (х, У, 2, #) = 0, 


тогда для каждого рассматриваемого момента времени величина # 
будет иметь некоторое постоянное значение, и перемещения точки, 
возможные в рассматриваемый момент времени, должны удовлетво- 
рять уравнению, которое получается из уравнения связи при помощи 
вариации, но входящее в уравнение связи время принимается при 
этом постоянным, Не варьируется. Мы получаем, следовательно, 
для возможных смещений условие такой формы: 


97 (х, у, = Е соп80 3% )- х в Уз 2 ==0, 


как будто связь была независима от времени. Однако коэфициенты 
этого уравнения булут для различных моментов времени различны. 


—- — — —— 
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Из этого мы видим, что действительные перемещения не всегда 
будут возможными перемещениями в том смысле, который мы прн- 
дали этому термину, потому что действительные перемещения точки 4х 
Чу, 42 должны удовлетворять условию 


ра 


4! (х, у, в аа | а, 

которое отличается от вышенаписанного, если связь содержит 
время. | 

143. Принцип виртуальной работы. Положим, что на мате- 
риальную точку действуют данные нам силы Ё и еще силы реакций 
В данных нам связей, ограничивающих движение рассматриваемой 
точки. Произведем мысленно какое-либо из возможных перемещений 
точки. Тогда работа всех сил, действующих на точку при таком 
перемещении, была бы равна 


й (Е -- В) $5. 


Эта величина вносит название возможной, или виртуальной 
работы. 

И. Бернулли (Л. ВеглиШ, 1717) открыл следующий принцип 
равновесия. Для равновесия необходимо, чтобы виртуальная работа 
внешних сил (по любому возможному направлению) была равна 
нулю. 

Если точка свободна, то В =0, и уравнение виртуальной работы 
принимает вид: 

Е.0$ = Р,.6х | Р,.8У-ЕР,.92 ==0, 


а так как в данном случае все 6х, ду, 8= могут быть выбраны 
произвольно, то это уравнение может быть удовлетворено только в 
случае, если 

‚ ., ЕЁ =0, Ру==0, Е, = 0, 


х 


а это совпадает с условиями равновесия, когорые следуют и из 
уравнений Ньютона. | 

Если же на точку, кроме внешних сил, действуют еще и реакции 
связей, то, приняв во внимание, чго при отсутствии трения реакции 
всегда нормальны к поверхности, а возможные перемещения могуг 
быль направлены только вдоль этой поверхности, мы можем из вы- 
ражения виртуальной работы вычесть 


В.0$ ==0 
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и получим опять принции И. Бернулли: 
“ \ ^ 
Е. 0$ = Р,-6х Е Р,-ву-Е Р, 62 =0. 


Однако это уравнениг по своему смыслу отличается от вышена-- 
писанного уравнения виртуальной работы свободной материальной 
точки. Дело в том, чго для несвободной материальной точки вели- 
чины 6х, бу, 62 не могуг быть взяты произвольно, а должны удо- 
влетворять вариационному уравнению связи. Поэтому теперь мы уже 
не имеем права приравнять коэфициенты этого уравнения отдельно, 
нулю, а должны принять во внимание уравнение связи. 

Таким образом, при существовании связи, возможные перемещения 
должны будут удовлетворять одновременно уравнениям: 


Б.-8х-- Е,-ву-- Р,-82 =0 
ии, — 
дх' 2 Рау УТ 92.82 =0. 


Для того чтобы и в данном случае от принципа виртуальной 
работы притти к уравнениям Ньютона, мы должны сперва опреде- 
лить какое-либо одно из смещений, например 82, из уравнения 
связи и подставить его в уравнение виртуальной работы; тогда это 
последнее будет заключать в себе только два перемещения 6х 
и бу, которые уже будут совершенно произвольны. Вместо этого мы 
можем воспользоваться методом Лагранжа, который обладает боль- 
шей симметрией и наглядностью с чисто физической тэчки зрения 
и который состоит в следующем. Умножаем уравнение связи на 
некоторый, неопределенный пока, множитель ^ и прибавляем его 
к уравнению виртуальной работы. Тогда получаем: 


(Е) ах (Е, ву (Е, На) 20. 


Теперь мы можем считать все смещения дх, ву, 8г произволь- 
ными (ср. ч. 1, стр. 252, 183), и уравнение распадается на три 
уравнения 


9; . 8/ ‚д 

1) —- > |. — — г- А = — 

Г, А ох 0, г, ^ у 0, ГР. А ): 0, 
которые совпадают с уравнениями равновесия Ныотона (191, 102), 
если принять во внимание, что вторые члены написанных сумм 
представляют собою не чго иное как силы реакции связи 


5 9/ 9 Саи 
Ку, Ку, К: = 


- — ——— —. - - — ———-- — 


272 [Х. УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА 


То, что мы разъясняли на случае одной связи, относится и к слу- 
чаю равновесия точки при двух связях. Для нехолономных связей 
(189, 101), которые уже содержат и величины 6х, ду, 82, принцип 
виртуальной работы тоже остается в силе. Наконец при связях, 
содержащих время, нужно только иметь в виду, что, по смыслу 
термина возможных перемещений, уравнение связи варьируется при 
постоянном & т. е. 8#==0. 

Из всего вышеизложенного мы видим, что принцип виртуальной 
работы не вносит чего-либо существенно нового в основные прин- 
ципы маханики Ньютона, но, благодаря своей вариационной форме, 
он допускает значительные обобщения, как это мы покажем в по- 
следующем изложении. | 

144. Равновесия различного рода. В тех случаях, когда 
«илы, действующие на точку, имеют потенциал, т. е. когда вектор- 
ное поле сил ЕЁ может быть представлено как градиент некоторого 
скаларного поля потенциальной энергии (У (ч. 1, 67, 671), тогда 


аи С 30 
— А . Ру, Е, = д’ 


м уравнение виртуальных работ принимает вид: 


ЗИ, 90; (ЗИ; 
де 8% ду Гуд 8 =80==0. 


Но левая часть этого уравнения представляет собою вариацию 
величины () и если эта вариация равна нулю, то это означает, что 
фунция Ц имеет в рассматриваемой точке поля, где находится наша 
материальная точка, экстремальное значение, т. е. минимум, или 
„максимум, или минимум-максимум (см. ч. Ъ 250, 183). Имея это 
в виду, мы можем условие равновесия точки в поле сил выразить 
и так: материальная точка может находиться в равновесии только 
гам, где потенциал действующих на нее сил имеет экстремальное 
значение. 

Рассмотрим теперь, что означают различные виды этого экстре- 
мума. При этом рассмотрении мы будем основываться на законе 
сохранения энергии, который всегда сохраняет свою силу в потен- 
циальном поле сил (46, 25). Сумма кинетической и потенциальной 
энергий должна оставалься постоянной: 


ТНИ=Е. 


ид, /—/—/:—/—/—/——- 


Предположим, что для данного положения точки в поле функ- 
ция ( имеет минимальное значение, т. е. значение меньшее, чем в 
соседних точках поля. 

Переместим немного материальную точку. Так как в этом сме- 
щенном положении точка уже не будет находиться в экстремуме 
функции (, и силы, на нее действующие, уже не будут более 
уравновешиваться, то точка начнет двигаться и приобретать кине- 
тическую энергию; однако эта кинетическая энергия Т может быть 
приобретена точкою только за счет ее потенциальной энергии (0, 
потому что полная энергия Е остается неизменной. Следовательно 
потенциальная энергия точки должна при этом уменьшаться; дру- 
гими словами, точка будет двигаться в направлении к меньшему 
потенциалу, т. е. опять к своему положению равновесия. 

Точно так же, если точка была в равновесии, в положении ми- 
нимума потенциальной энергии, и мы сообщили ей небольшой тол- 
чок по какому-либо направлению, то точка принуждена будет дви- 
гаться от меньшего потенциала к большему; ее потенциальная энергия 
будет увеличиваться, и, следовательно, сообщенная нами ей кинетиче- 
ская энергия будет уменьшаться. В конце концов, истратив всю свою 
кинетическую энергию, точка должна будет остановиться; но она 
окажется тогда на некотором потенциале, более высоком, чем на- 
чальный ее минимальный. потенциал, и начнет двигаться обратно, 
к меньшим потенциалам, к своему положению равновесия. 

Впрочем этим процесс преобразования энергии из кинетической 
в потенциальную и обратно еще не окончится: благодаря своей 
кинетической энергии в минимуме потенциала точка перейдет по 
инерции через этот минимум на противоположную сторону и снова 
поднимется в места с более высокими потенциалами, как при пер- 
воначальном толчке, и т. д. Одним словом, материальная точка, 
смещенная со своего положения равновесия толчком, начнет совер- 
шать периодические движения, или колебания, около положения 
равновесия. Такой пример мы уже подробно рассматривали при 
изучении колебаний маятника (рис. 83а, 5), положение равновесия 
которого и минимум его потенциальной энергии находились в са- 
мой низкой точке окружности. 

Из всего только что сказанного мы видим, что минимум потен- 
циальной энергии точки указывает на ее устойчивое равновесие. 

Нечто иное мы получим, если точка находится в равновесии 
в том положении, гле ее потенциальная энергия имеет максимум. 


18. Теорегическая физика. Ч. И, 


р ж———-— —-- 
д —— 
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фа о - --— -—_ —— 


Отклонив точку от этого положения равновесия и предоставив ее 
действию сил поля, мы увидим, что она начнет двигаться, приоб- 
ретая кинетическую энергию из запаса потенциальной энергии, ко- 
торой у нее имеется в изобилии; точка будет направляться к ме- 
стам поля с меньшими потенциалами, т. е. отходить все более и 
более от максимального потенциала равновесия. Очевидно, что ма- 
кеимум потенциальной энергии указывает на неустойчивое равнове- 
сие точки. Пример этому мы тоже имели в движении кругового 
маятника (204, 108). В 
высшей точке окружно- 
сти маятник имеет макси- 
мум потенциальной энер -- 
гии и может находиться 
там в равновесии. Однако 
это равновесие неустой- 
чивое: при небольшом 
толчке маятник начнет па- 
дать вниз (к меньшим 
потенциалам), а затем бу- 
дет совершать колебания 
около своего низшего 
положения, где потенциал 

Рис. 102. Седлообразная поверхность, имеет минимум и где рав- 

новесие устойчивое. 

Бывают случаи так называемого безразличного равновесия, 
когда потенциал совсем не изменяется при движении по любому 
направлению. Примером этому может служить шар, лежащий на 
горизонтальной плоскости. 

Наконец нужно еще упомянуть о случаях, когда устойчивость 
или неустойчивость положения зависит от направления сдвига 
точки. Так, например, на седлообразной поверхности (рис. 102) 
материальная точка при передвижении вдоль седла возвращаегся 
обратно в низшую его точку и находится, следовательно, в устой- 
чивом положении, но при перемещении поперек седла, она скаты- 
вается дальше, т. е. неустойчива. По некоторому среднему между 
эгими двумя направлениями (рис. 102, линии СС) точка может быть 
передвинута, оставаясь на той же высоте (на той же горизонтали) 
н будет, следовательно, иметь безразличное равновесие. Тем не 
менее практически случай седлообразной поверхности тоже нужно 
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отнести к неустойчивому равновесию; потому, что малейшее слу- 
чайное отклонение точки от линий устойчивого или`'-безразличного 
равновесия ведет к дальнейшему падению точки. 

Резюмируя все вышесказанное, мы можем высказать общее пра- 
вило: минимум потенциала сил, действующих на материальную 
точку, дает устойчивое равновесие, тогда’ как максимум потенциала 
соответствует неустойчивому положению точки. 

145. Принцип Даламбера. Мы переходим теперь к изложе- 
нию принципа, благодаря которому уравнения движения точки тоже 
сводятся ‘к уравнениям равновесия. 

Даламбер основывал свой принцип на следующем соображе- 
нии. Каково бы ни было ` движение ' рассматриваемой точки, мы 
всегда имеем право приложить к ней две равные и противополож- 
ные силы --0 и написать уравнение Ньютона так: 


(ГОО... р : 
т$ — 0 —= Рив 


Выберем силу 0 так, чтобы 


р .',, А ` ИИ" 
| т$ — 9—0, т = 0.., 

Это значит, что 0 представляет собою ‘составляющую всех сил 
по направлению траектории движения: Даламбер назвал ее 
поэтому действующей силой. ‚Гочка движется так, как будто на 
нее действует одна’ только эта „действующая“ сила, между тем как 
силы, стоящие в правой часги нашего уравнения, лают в сумме нуль 


‘ 1 


ЕВ Ш— 
‚. 
т. е.. взаимно уравновешиваются. Таким образом данные внешние 
силы Е, силы реакции В и’ так называемая сила инерции — тз 
Должны ‘в каждый момент, времемн находиться в равновесии. Это и 
есть`прийцип механики, высказанный Даламбером. , | 
Но` для сил, находящихся в равновесии, мы можем применить и 


прийцип виртуальной работы (270, 143); который теперь примет форму 


ЕВ — и) 8—0. 


. 1 ' 


Нетрудно видеть, что полученное нами таким _Образом уравне- 
ние виртуальной работы эквивалентно основным ‘уравнениям Нью- 
тона. Действительно, так как проекции смещения 8$ на оси коор- 
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динат 6х, бу, 62 совершенно произвольны, то это уравнение удовле- 
творяется только при условии, что 


тх=Е,-Ю, ту=Е,-- Ю т = Е, ю.. 


Что касается сил реакций, то они определяются, каки в слу-. 
чае равновесия, на основании уравнений связи, но величина их при 
движении точки может получиться иная, чем при покоящейся 
точке. 

Заметим еще, что силы реакции, будучи перпендикулярны к по- 
верхностям связей, всегда перпендикулярны и к направлениям 6$ и 
дают скаларное произведение, равное нулю: 


(В.6$) = 0, 
а потому мы можем их не писать в уравнении виртуальной работы 
(Е — тз)-8$ = 0. 


Но в таком случае величины 9$ уже не будут вполне произ- 
вольны, а должны удовлетворять уравнениям связи. Если уравнения 
связей содержат время #, то соотношения между вариациями 8 опре- 

; деляются так, как ‘’‘будто Е постоян- 
| но (ср. 272, 143). 
146. Пример. Прежде чем итти 
дальше в обобщениях принципов 
° механики, полезно будет применить 
введенные нами понятия к одному 
простому примеру. Предположим, что 
материальная точка может двигаться 
только вдоль линии ОА (рис. 103), 
а эта линия равномерно вращается 
в плоскости ХТ, вокруг оси &, с 
углозою скоростью а. Внешние силы 
мы примем равными нулю. Это можно реализовать, положив пло- 
скость ХУ горизонтально; тогда сила тяжести не будет произво- 
лить никакого действия, и нам достаточно принять во внима- 
ние одни только силы реакции В. Уравнения связи для данного 
случая будут содержать время: 


—Х 


Рис. 183. Шарик на вращающем- 
ся стержне. 


у—=хфа=— х№ 4, 2=0. 
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Второе уравнение означает только, что движение происходит 
в плоскости ХУ, и мы можем его откинуть. Первое же уравнение 
мы проварьируем, считая @& = ай постоянным; получаем: 


зпа-хХ — с0$ @.у =0, 
5па-дх — сова. ду == 0; 


умножив на коэфициент Лагранжа \, прибавляем это к уравне- 
нию виртуальной работы по принципу Даламбера; получаем: 


(Б,‚— тх Ат а!) .6х--(Р,— ту —\с03 а) .8у=0. 


Силы Р в нашей задаче отсутствуют, и так как смещения 6х и 
бу теперь можно счатать вползе произвольными, то это уравнение 
распадается на два: 


тх = $1 аь ту —= —^ с0$ а. 
Для исключения » разделим одно уравнение на другое и при- 
мем ЕО внимание уравнение связи: 


= =— ва =>, х.х —у.у==0. 


Удобнее будет ввести цилиндрические координаты 
Хх —/с5$ ар Уу==гзшаь 
Х—=с0$ а — газтаь У==гзШ аЁ-- га со$ аё, 
Х-—=70$ а# — 2 га $т аЁ — га? сов ар, 
У==г $11 аё-- 274 с0$ ай — га? з:п а. 
Подставляя это в полученкоз нами уравнение, имеем: 
= а?г. 


Это уравнение мы мо`ли бы получлть и непосредственно, при- 


равняв ускорение вдоль радиуса-вектора г центробежному ускоре- 
нию вращения а?/. 
Иитеграл получзниого урсвнения нам уже встречался (111, 64) 


р —_ 
г— Ат“ | Ве“, 


причем постоянные интеграции А и В определяются начальными 
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——д——АыА дд ——————————————————————Ж——————_————-- 
=== —— 


условиями. Положим, что при #=0 точка’ находилась. на расстоя- 


нии Г, от начала и скорость г ее равнялась нулю. Тогда 


} 


п==АЧВ,, 0=А. В АВЕ, 


Наше решение показывает, что материальная точка, помещенная 
на вращающемся радиусе ОА на расстоянни 7, от начала, будет 
все быстрее и быстрее удаляться от начала. Уравнение траектории 
мы получим, исключив время из уравнений движения, т. е. полагая 
а —= а: 


Й : ` , : 
$ { , ‘, . ` ` 


—о 
е , 
’ , . . } и 


‹ 


Гог 
Г— 5 е - 


; ‹ | 


“ 


Замечательно, что траектория точки совсем не 
строты вращения радиуса ОА. 

Определим теперь силу реакции ‘связи. Для этого возведем 
диференциальные уравнения движения в квадрат и сложим; по- 
лучаем: | | 1: 


== И О = С 
—тИ (г) -- (279) -Ё (ра?) — Эта. 


зависит от бы- 


Положив здесь г == га?, получаем: А 
Ю = т.2аг. 


Но это есть не что иное как сила Кориолиса (250, 132). 
Таким образом на рассматриваемую материальную точку вдоль ра- 
диуса-вектора действует центробежная сила, а перпендикулярно 
к радиусу — сила Кориолиса. 

Работа силы реакции при возможных перемещёниях (т. е. 
вдоль радиуса ОЛА и при # постоянном) равна нулю, но для дей- 
ствительных перемещений точки она имеет конечную величину. 
Для того чтобы убедиться в этом, стоит только составить скалар- 
ное произведение силы реакции на перемещение точки во время 
ее движения. Мы находим более удобным вычислять не работу, а 
работу в единицу времени, или эффект силы реакции. Составляю- 
щая скорости по направлению, перпендикулярному к радиусу ОА, 
т. е. по направлению силы реакции, равна 


9„ —= @Г, 


=——— 
=——- — = $—_ == 
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й эффект силы реакции равен, следовательно, 
И — Юз, —= т. 2а27г, 


т. е. не равен нулю, а существенно положительная величина. Этого 
и следовало ожидать, потому что точка все время ускоряет свое 
движение'.и ве кинетическая энергия увеличивается именно вслед- 
ствие работы, производимой действующей на нее силой реакции. 

Проверим количественно это последнее соображение. Действи- 


тельная скорость точки 17 составляется из скорости г вдоль радиуса 
ОА и из скорости 9,==ат, нормальной к этому радиусу: 


9? — (г)? -- (а ?. 


Поэтому увеличение кинетической энергии точки в единицу 
‘времени будет 
—|— 2) — — 2 — 
че (5 тт } 5 т [277-20 ги] 


= >. т [49 г — т-За?уг, 


‘и это, как видим, действительно равно эффекту сил реакции. 
Составим еще момент сил реакции, т. е. в данном случае силы 
Кориолиса, 


М=г.Ю = т.3агг. 


С другой стороны, увеличение момента импульса в единицу вре- 
мени будет равно 


а ._ а . 
эр (тэг) ==; па”) = т. Загг, 


и это равно моменту сил реакции. Таким образом основные за- 
жоны энергии и моментов в применении к рассматриваемой задаче 
нами проверены. 

147. Принцип Гамильтона. В уравнение виртуальной работы, 
с применением принципа Даламбера, входят силы и ускорения. 
Мы можем избавиться от ускорений, если проинтегрируем уравнение 
виртуальной работы по времени, а именно: 


Ё | [ 


(Е--т$) 8$- ЧЁ = ею-а | оби о 


п п 0 


—_ дд —————щ—————————— = - --. - ==_ _-. 
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В первом интеграле правой части мы выделим силы, имеющие 
потенциал (/ а работу остальных сил @ обозначим через (0.84), 
где 84 означает возможное перемещение точки: 


(Р.83) = —вИ-[- (0-64). 


Второй интеграл правой части мы преобразуем, как при интегри- 
ровании по частям: 


а __ а . . @х —__ 1 о __ т о 
тах р (тх.8х) — тя. [17] = пр (тх 6х) 8 [5 =). 


ах 


ая вне 


Заметим, что мы написали здесь вариацию скорости 8 ( 


а 

сто производной по времени от смещения яр (8х), т. е. положили 
Ру ах . 
ев) (4. ) = 8. 


Это мы имели право сделать в данном случае, потому что, по 
принципу возможных перемещений, изменение или вариация коор- 
динаты 6х производится при "неизменном Ё время при этом не 
варьируется. Еще яснее это будет, если мы обратим внимание на 


ах 
то, что в отношении т варьируется только числитель, а не зна- 


менатель. Впоследствии мы покажем, какое изменение произойдет 
в наших формулах, если мы и время тоже будет варьировать. 

Повторяя то же самое преобразование для вариаций ду и 82, по- 
лучаем при суммировании, во-первых: 


тх.дх -- ту.ву-- тг.дг =: (р-83). 


В скобках написано скаларчое произведение импульса точки р 
на смещение 0$. Это произведение носит название действия (34, 
|7). Кроме того 


1 . ь . . 1 
ут (О-о) =утл=Т 
представляет собою кинетяческую эчергию точки. Подставляя все 


это в вышенаписанный интеграл и переставляя члены, получаем: 


2 


+ 
[6-25 ++ |а— И) -аЕ-- | о-в 
: о ` 


0 


—————__АААААААА_А—_Аа 
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Если начальная и конечная точки траектории нам даны неиз- 
менно, то 8$ на границах интеграцин равны нулю, и первый член. 
пропадает. Разность кинетической и потенциальной энергии, входя- 
щая во втором члене, называется функцией Лагранжа (см. следую- 
щий параграф) и обозначается обыкновенно через [. Приняв это. 
во внимание, переписываем наше уравнение в таком виде: 


{ 1 
| 91.-аЕ-- | 9-29-а — 0. 


) 
0 


Если все силы имеют потенциал, то @—0, и у нас остается; 
в 


{ 


81. а==0. 
0 


Наконец, имея в виду, что время, на основании принципа воз- 
можных перемещений, не варьируется, мы можем знак вариации 
вынести за знак интеграла 


Это уравнение представляет собою знаменитый принцип Га- 
мильтона. 

Если вариация вышенаписанного интеграла равна нулю, то это. 
означает, что сам интеграл имеет экстремальное значение: макси- 
мум или минимум. Однако по физическому смыслу этого интеграла 
очевидно, что имеется в виду его минимальное значение, потому 
что между двумя’ данными точками всегда можно провести траекто- 
рию с бесконечно удаленными точками так, что значение этого 
интеграла будет равно бесконечности; это и будет его максималь- 
ное значение. Таким образом принцип Гамильтона можно выразить 
следующими словами: при движении материальной точки 
между данными пределами, интеграл, взятый от 
функции Лагранжа по времени, имеет минималь- 
ное значение. 

Из принципа Гамильтона можно, идя обратным путем, пригти 
‚опять к основиым законам механики Ныотона. Однако принципи 
Гамильтопа представляет собою значительное обобщение всех 
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ранее приведенных принципов, потому что он может быть при- 
меняем без всяких ограничений не только к механике одной 
материальной точки, но и к системе точек, движение которых мо- 
жет быть ограничено какими угодно связями; при ‘этом можно 
варьировать не только координаты, но и время, лишь бы границы 
траектории были фиксированы и в пространстве и во времени. 
Сейчас нам важно обратить внимание на то обстоятельство, что 
принцип Гамильтона не содержит в себе никаких указаний на 
какую-либо определенную систему координат; и действительно, он 
остается в силе при какой угодно системе координат как непод- 
вижных, так и находящихся в поступательном или вращательном 
движении. ` 

148. Уравнение Лагранжа. Мы воспользуемся этим послед- 
ним замечанием для того, чтобы из принципа Гамильтона не- 
‘посредственно вывести уравнения механики Лагранжа, хотя сам 
„Лагранж получил эти уравнения и независимо от принципа 
Гамильтона. 

Обозначим через 4 какую-нибудь из координат материальной 
точки и через 4 производную этой координаты по времени, т. е. 
соответствующую скорость точки. Относительно выбора системы 
координат мы не будем делать пока никаких ограничений, лишь 
бы они вполне определяли положение материальной точки в про- 
странстве. Потенциальная энергия точки будет зависеть от 4, а 


кинетическая ее энергия может зависеть и от 4 и от 4. Следова- 
тельно разность кинетической и потенциальной энергии, т. е. функ- 
‘цию Лагранжа Г, мы должны рассматривать как функцию коор- 


динат 9 и скоростей 4 (ср. ч. 1, 250, 254, 183) 


[(4, 9, 6. 


Вариация этой функции (вычисляется по тем же правилам, что 
и полный диференциал функции), при неизменном & равна 


| и (им 559), 


причем знак суммы означает суммирование по всем трем координа- 
там: если свобода точки ограничена, то число координат булет 
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меньше трех. Второй член этого выражения мы можем преобразо- 


вать так, чтобы и при ием получить множитель д4, а не д4: 


и 9/. Ч 9 9х 
и Ум има (м). 


Подставляем это в интеграл Гамильтона со включением сил 
0; приняв во внимание, что последний член после интегрирования 
лает нуль, потому что на границах интеграции 99 —=0, получаем: 


9/. 4 9Г. 
д щ — 0. 
ФУ ик 9) 94-4 


Так как все смещения 64 произвольны, то это уравнение рас- 
падается на столько уравнений, сколько имеется различных коор- 
динат 4, и мы для каждой координаты получаем уравнение Ла- 
гранжа: 


149. Пример. Для того чтобы это уравнение приобрело ббль- 
шую наглядность, мы сравним его с уравнением Ньютона для 
самого простого случая. Если в уравнении Ньютона выделить 
силы, имеющие потенциал, и остальные силы обозначить через 0, 
то для составляющих по оси Х можем написать: 


. 4 90 
тх = (тк) =р,= — 3; +9, 


Но импульс р, можно представить как производную от кинети- 
ческой энергии по скорости: 
— = —_ | — (2 -|- у? -|- 22) | = тх==р.. 
дах 9х 9 |-У —- ) р. 
Так как в рассматриваемом нами случае кинетическая энергия 
не зависит от координат, а потенциальная энергия вообще не за- 
висит от скоростей, то 


—-- д. — д ж—_—_о- —— 
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Прибавим к этому, что соотношение 


= 32 
х  дх 


остается в силе и в самом общем случае. Что же касается вто- 
рого члена уравнения Лагранжа, то нам встретятся случаи, когда 
кинетическая энергия зависит не только от скоростей, но и от 
координат точки. Такой случай мы имели, например, когда рассма- 
тривали скорость точки во вращающихся коэрдинатах (246, 130). 
Та часть кинетической энергии, которая обусловлена вращением 
радиуса-вектора г с углозою скоростью а, равна 


1 р т ‚ 
—- 19? == ->- (аг)2. 
2 2 (@7, 

Производная от этой части кинетической энергии по коорди- 
нате г дает 


, 97 _ тра? 
д _ , 


т. е. центробежную силу. Из этого мы видим, что второй член 
уравнения Лагранжа может содержать в себе не только силы 
потенциального поля (производные от потенциала по координатам), 
но также и силы кинетического характера (производные от кине- 
тической энергии по координатам), например центробежные силы. 

150. Обобщенные координаты Лагранжа. Покажем те- 
перь, что уравнения Лагранжа сохраняют свою форму при лю- 
бой системе координат, даже меняющейся со временем. Положим, 
что формулы перехода от координат х, у, 2 к новым коэрдинатам 
91, 92, 93 выражаются функциями: 


Х=Л (41› 9» 93, 0) 
У=Л (41, Ч›, дз» г) 
2-==]3 (1, @2› @з», 0) 
ти функции могут быть любые, но конечные, с конечными про- 


изводными, и, кроме того, новые координаты должны быть выбраны 
так, чтобы они вполне определяли положение точки. Если свобода 


—_—- = - _ —-— —-— = — = —————-————-——————— д. д... 
- ————_—————_ 
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движения точки ограничена какими-либо связями, то число коорди- 
нат может быть и менее трех. 

Для скоростей мы получаем следующие формулы преобразо- 
вания: 


. Эк. 9/ 
а се Ча за- У +“ 5 
у 

— т еее аа х 3 ---—^ ул 


м. 
г“ а а, —- + 


72 


2 = а 


Подставим эти выражения в формулу кинетической энергии 
Т— — 5 (2 + у? +22). 


При этой подстановке выделим сперва члены, содержащие вто- 
рые степени скоростей и произведения скоростей: 


т (5% (5% . 
=» тм. (4, +5 ту? (я) ( 99 д. ) Чи 
что мы можем представить и в следующем виде. 


т 9/ 9/ . . 
Ем льна» 
К 1 


Далее, удвоенные произведения каждого из членов с последним 
членом дают в сумме 


__ т ду; . 9. 9, . ] 9 
т [и в 7 
! 


Здесь скорости встречаются только в первой степени. 
И наконец у нас остаются еще члены с квадратами промзвод- 
ных по времени, совсем не содержащие скоростей: 


__ 9/, 9/5 2 9% у. 
и [(%5) + (3+ (+) ]. 
Таким образом выражение для кинетической энергии у нас бу- 
дет состоять из трех частей 
= ГЬ-- Г, + Го. 


Если формулы преобразования координат не содержат в себе 
время (перехол от неподвижных координат к неподвижным), тогда, 
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очевидно, второй и третьей части не будег, и кинетическая энергия 
будет однородною функцией Т, второй степени от скоростей, 
причем коэфициенты отдельных членов этой суммы могут зависеть 
от координат. 

Возьмем частную производную от кинетической энергии по 


какой-нибудь составляющей скорости 4, 


эт - ох 
.- МХ _- 


м2 %. 
94» 94» 


99» 97» 


Но из формул преобразования скоростей, приведенных выше, 
мы видим, ЧТО 


СИИ: 9 — 4% 32.0, 
94 94» 94 94» 94 94» 


- ЭТ 9х 9 | 92 - 
р р: п 94» 


Далее, производная от кинетической энергии по какой-либо 
координате равна: 
9 9% р ду | 20 
а аа Г, 


Вычитая это выражение из предыдущего, получаем: 


й КУЙ 9 _. дх | - фм у 92 


—)р - ---- Ор — 
4 949, ОЭ4ь Р 94» Ру Эр Г: 94» 


Мы сейчас докажем, что стоящее справа выражение предсла- 
вляет собою преобразованную в новые координаты обобщенную 
силу; действующую на материальную точку. 

151. Обобщенные силы. Введенные нами в предылущем па: 
раграфе обобщенные координаты могут быть весьма разнообразны: 
величины 9 могут иметь измерение длины, площади, объема, или 
это могут быть углы, как в сферических или цилиндрических коор- 
динатах; более того, уравнения Лагранжа могут быть применены 


—-- ---— _ ыии—_———_——_—— = — м ——_————- 


не только к механическим явлениям, но также к термодинамике, 
электродинамике и т. л., где положение и состояние материаль- 
ного тела определяются не одними геометрическими координатами, 
. а, например, температурой, давлением, электрическим состоянием 
и. т. п. Любая из этих величин, определенно и количественно ха- 
рактеризующих положение и` состояние какого-либо тела, может 
быть рассматриваема как обобщенная координата, а изменение 
этой координаты со временем — как обобщенная скорость. Именно. 
благодаря такому обобщению уравнения Лагранжа и получили 
громадное значение для всей теоретической физики. 

Теперь у нас на очереди вопрос, что означают силы при таких 
обобщенных координатах и каким образом они преобразуются. Но- 
нятие о силе как о непосредственном ощущении (27, 13) теперь. 
уже неприменимо, потому что наше осязание и мускульное чув- 
ство соответствуют только некоторым частным случаям проявления 
сил природы. Точно так же и определение силы по закону Нью-- 
тона как произведение массы на ускорение (30, 14) тоже нелдо- 
статочно; оно применимо только к линейному ускорению, а не 
к угловому. Имея это в виду, мы должны теперь дать понятию 
„сила“ более общее определение и притом так, чтобы это опреде- 
ление было в соответствии с обобщенными координатами. 

Под обобщенною „силою“ мы будем подразумевать такую вели- 
чину, которая, будучи умножена скаларно на соответствующее пе- 
_ремещение, дает в результате работу, произведенную `при этом 
перемещении. Под это определение подходит, конечно, и наше 
прежнее понятие о силе, которым мы пользовались в декартовых 
координатах. Итак переход от обыденных сил к обобщенным силам 
должен быть произведен при условии, чтобы работа и в том и 
в другом случае выражалась одинаково: 


817 — (Е-0$) == (0-64). 


Соответственно с этим н эффект сил должен выражаться через 
обыкновенные силы и через обобщенные силы одинаковым образом 


(= (Е) = (0-9. 


Для ясности мы приведем следующий пример. 
Положим, что новая координата представляет собою некоторый 


Угол и, следовательно, у — и представляет угловую скорость. Век- 
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торное произведение из угловой скорости на радиус-вектор будет 
равно линейному смещению точки в единицу времени (17, 8) 


\ — [м-г). 


Умножая это выражение скаларно на силу в обычном смысле, 
получаем работу в единицу времени, или эффект силы: 


Й — .[ц-г]. 


Здесь мы можем переставить множители (35, 18) 


и получаем эфф-2кт как скаларное произведение из угловой ско- 
рости на момент силы. Из этого мы видим, что когда координатой 
служит не длина, а угол, тогда за обобщенную силу мы должны 
принять №2мент обычных сил. 

Подобным же образом будет обобщаться понятие о силе и 
в других случаях, при координатах 4 другого значения. 

После этих замечаний мы можем возвратиться к выводам пре- 
лыдущего параграфа. 

Обозначая обобщенные силы через 0,.а обобщенные коорди-, 
наты через 4, мы должны, на основании только что` сказанного, 
определять силы @ уравнением работы 


Ри. 6х-- ЕР, ву-- Е, -02 = 9-84, -- Ч». 69, Е Оз 04. 
Подставляем сюда силы РГ из уравнения Ньютона 
Е,== Ри = р, Р.=Рь 


а возможные смещения из общих формул преобразования (прини- 
мая, конечно, # постоянным): 


дх 9х. 
6х = 7 ва, —- * 64» -- м 64: 
3 
бу— -За- 89: ия ох 693 + с 84 
>, 
‚ 84 ‚+ ‚84. „ —- 94 89; 
Если мы при подстановке соберем члены, содержащие одинако- 


вые 64, вместе и сравним результат с тем, что стоит у нас в пра- 
зой части, то мы должны будем множитель при 84, приравнять ©, 
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н точно так же множители при 024. и 64. приравнять соответ- 
ственно (©), и @.. Вообще, для любого индекса А мы получим: 


9х 


. . ду . 9; 

“у 9.  — 
Рен РУ ар РЕ ад — 9 

Сравнивая это с тем, что мы получили в предыдущем пара- 
графе (286, 150), мы приходим к заключению, что 


Теперь мы можем из сил @ выделить те силы, которые имеют 
потенциал О, представить их в виде отрицательно взятой частной 
производной от потенциала по соответствующей координате и пе- 
ренести в левую часть уравнения 

4 94» 94» ы 

Наконец, приняв во внимание, что потенциал сил от скоростей 

не зависит 
10 


—— ==0, 
99» 


можем представить уравнение в следующем виде: 


а 9. 9/. 
О, 
АЕ Эа» Эа» 
где 
[—=Г— И 


Мы пришли таким образом к уравнению Лагранжа. 

Таких уравнений у нас получится столько же, сколько рассмат- 
риваемая точка имеет степеней свободы. 

152. Связи при уравнениях Лагранжа. Стоящие в пра- 
вых частях уравнений Лагранжа величины © представляют собою 
сумму всех обобщенных сил, действующих на материальную точку, 
за вычетом тех сил, которые имеют потенциал и которые уже 
приняты во внимание во втором члене левой части уравнений. Если 
свобода движения точки ограничена какими-либо связями 


Л(х, У, 2) =0 


и реакции этих связей нормальны к поверхностям, изображенным 
этими уравнениями, то эти реакции должны быть включены в урав- 


А) м... -- - - Е] '.. '.' 
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нения Лагранжа совершенно так же, как мы включали их раньше 
в уравнения Ньютона. Для составляющих по какой-либо коор- 
динате 9, мы получим (190, 102, 271, 143): 


ам 9 | у 
а ое  9Е , — 97. 
а Г окт 


При нескольких связях величина реакции А будет состоять из 
суммы аналогичных членов 


= 9 т... 
К, А а, Г и 


Мы можем поступить и иначе. Мы можем выбрать новые коор- 
динаты 4 так, чтобы они уже удовлетворяли уравнениям связей. 
Например при одной связи, т. е. при движении на поверхности, 
мы можем для определения положения точки на этой поверхности 
выбрать какие-либо прямолинейные или криволинейные координаты 
на этой поверхности (широта и долгота на поверхности сферы). 
Тогда вместо трех координат точки у нас будут только две коор- 
динаты и Только два уравнения Лагранжа. При двух связях у 
нас останется только одно уравнение. Реакции связей в оставшиеся 
уравнения совсем входить не будут. Этим методом мы уже неодно- 
кратно пользовались и при уравнениях Ньютона, когда рассмат- 
ривали движение точки на плоскости ХУ или по оси Х. 

Если связи содержат в себе время, то при переходе от коорди- 
нат х, у, 2 к обобщенным и притом независимым координатам 4 
в числе, меньшем трех, в формулы преобразования войдет и время 
(ср. 284, 150). Тогда и энергия точки и функция Лагранжа 
тоже будут содержать время явным образом. Однако все эти 
обсгоятельства нисколько не мешают применению уравнепий Лаг- 
ранжа, которые сохраняют свою силу и при связях, содержащих 
время. 

153. Общие замечания. Функцию Лагранжа не нужно сме- 
шивать с энергией точки. Функция Лагранжа равна разности 
кинегической и потенциальной энергии 


[— Г—- (0, 


между тем как полная энергия материальной точки равна сумме 
тех же величин 


Е=Т-- 0. 
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———— ад ——д_д—_———_о_— 


Мы можем написать соогношения между всеми этими величи- 
нами, которые все имеют размер эпергии (могут быть выражены 
в эргах) в таком виде: 


Е Е=20,  ЕЕ-2Т 


Функцию Лагранжа иногда называют кинетическим потен- 
ииалом (Гельмгольтц), потому что она имеет некоторую анало- 
гию со статическим потенциалом (0. 

Точно так же не нужно забывать, что в уравнения Лагранжа 
входят частные производные функции Ё. Это означает, что 2, рас- 
сматривается как функция координат; скоростей и времени 

а \ 
[—7(91» 4», 4з› @1› 4% 9» 0 

и частная производная по какой-либо координате берется так, 
как будто все остальные координаты, все скорости и время оста- 
Ю ся неизменными; точно так же частная производная по какой- 
либо скорости (составляющей скорости по какой-либо координате) 
берется так, как будто все остальные скорости, координаты и 
время остаются без изменения. 

Полезно заметить себе, как преобразуются различные величины 
При переходе от системы координат х, у, 2, к обобщенным лаг- 
ранжевым координатам 4), 4, 43. 

Смещения точки и скорости преобразуются по той же схеме, 
как и сами координаты (контравариантно; ср. ч. Т, 222, 161), тогда 
как силы преобразуются по обратным схемам (ковариантно). 
Так это и следовало ожидать, потому что скаларное произведение 
силы на смещение есгь работа, т. е. скалар, который при пре- 
образовании координат не должен меняться. 

154. Пример. Рассмотрим опять случай (276, 146, рис. 103), 
когда материальная точка движется по вращающемуся радиусу- 
векгору ОА. Выберем полярные координаты в плоскости движения 
Точки: ГИ Я—: 4, где а означает постоянную угловую скорость 
вра'цезия радиуса-вектора. Соответствующие этим координатам ско- 
росги будут: 

91, 4» -@а—а 


и кинетическая энергия точки выразится так: 


г + ба) | 


19* 
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Пусть на точку не действуют внешние силы. Тогда И ==0, 
[. = Г. 

Составим теперь уравнение Лагранжа для координаты г 

Частные производные от Ё по радиальной скорости г и по 
координате г будут: 


ТГ Ш, 9 ТГ пр 
9 дл дд | 
и уравнение Лагранжа дает: 
а 9 9/ . о 
— < ЕЕ  ШРа” ==0, Г — Га?, 
ЧЕ 9! д» 


т. е. тот же результат, который мы получили раньше. 

Составляем теперь второе уравнение Лагранжа, для коорди- 
наты а. Сама координата @ в выражение кинетической энергии не 
входит, а входит лишь ее изменение со временем, т. е. угловая 


скорость а. Производная от функции Лагранжа по этой скоро- 
сти равна 


и для соответственной обобщенной силы, т.е. для момента сил М,, 
получаем: 


Легко видеть, что мы получили 
таким образом момент силы реакции 
стержня ОА; разделяя этот момент 
на плечо г, получаем самую силу 


Ю— Этга, 


которая равна силе Кориолиса. 

Обобщим немного эту задачу, 
предположив, что на материальную 
точку действует еще сила (рис. 104), 
притягивающая ее к точке, лежащей 
на радиусе-векгоре ОЛ в расстоянин 
’› ОТ начала. Пусть это будет упругая сила (пружина), пропорцн- 
ональная отклонению точки от положения 7,: 


-Х 


Рис. 104. Шарик с пружиной на 
вращающемся стержне. 


К, —=—В(и— 7). 
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Потенциал этой силы равен 


1 р 


потому что, действительно, 


Теперь функция Лагранжа получает вид: 


р=т. = | ф т |, 


ее производные по г и г равны соответственно 
97. 97 


>; = тг, „‚ = тга* — 6 (7—1), 


и уравнение Лагранжа для координаты г будет: 


а (п) =0. 


Мы введем сюда частоту собственных колебаний точки @, под 


действием одной только упругой силы Р 


Тогда уравнение движения вдоль радиуса-вектора принимает вид: 


2 . 2 


Определим из этого уравнения то положение точки Г,, когда 


ее радиальное ускорение г равно нулю: 
2 
.. Го © 
г== 0, К 


аа —а 


и введем эту величину г, в уравнение движения. Так как при по- 
стоянной угловой скорости вращения а, величина г, тоже постоянна, 


то мы можем ввести ее и под знак производной: 


2 
42 ? 
те (7 -и.) == - —(@— п), 


огкуда заключаем, что точка будет совершать гармонические коле- 


бания около некоторого среднего положения Г. : 


г - Г =: Аз (а10); а: == и а? -- а?. 
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—ы—- 
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На основании полученных нами результатов мы можем в общих 
чертах описать движение материальной точки, удерживаемой пру- 
жиной на вращающемся стержне, следующим образом. 

Пока стержень ОА еще не вращается (7, =7,), материальная 
точка будет оставаться в покое, или, если ей сообщить толчок вдоль 
стержня, будет колебаться около положения равновесия гу С частотою 
ау. Если же мы приведем стержень во вращение, то, по мере уве- 
личения угловой скорости вращения стержня а, точка будет все 
более и более отходить от начала О; разность г, — 7, будет увели- 
чиваться вследствие центробежной силы. Но в то же время частота 
а, колебания точки будет уменьшаться. Когда угловая скорость вра- 
щения а (мы можем назвать эту величину и частотою вращения) 
сделается равной частоте собственных колебаний точки а, которая 
была при неподвижном стержне, тогда колебания точки совсем 
прекратятся, а сама она отойдет от начала-на бесконечное расстоя- 
ние 7, = со. Само собою разумеется, что эти предельные условия 
никогда не наступят в действительности, потому что пружина разор- 
вется гораздо раньше. 

Если мы напишем второе уравнение Лагранжа для координаты 
а и для угловой скорости а, то получим: 


а Е Этга-г 
ЧЕ да _ 

Справа у нас стоит величина обобщенной силы, которая в дан- 
ном случае, при угловой координате а, представляет собою мо- 
мент сил и при разделении на плечо г дает нам опять силу Ко- 


риолиса 
Ю — Зтга. 


Однако в рассматриваемой нами теперь задаче сила Кориолиса, 
благодаря переменному множителю г= Аа, с0$ @.Ё, сама изменяется 
со временем гармонически; в результате этого и получается нечто 
вроде явления резонанса (137, 79), ведущего к разрыву пружины. 

155. Нормальные координаты. Удачный выбор координат 
может значительно упростить решение какой-либо задачи механики, 
и в этом отношении обобщенные координаты Лагранжа дают очен! 
большой выбор. Между прочим, задача механики упрощается, если 
удается найти такие координаты, при которых в функции Лагранжа 
входят только вторые степени скоростей и координат точки с по- 


стоянными коэфициентами. 
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Положим, что в выбранных нами координатах кинетическая энер- 
гия точки выражается функцией второй и первой степени скоростей 
с постоянными коэфициентами 


гоу а 919 Уч, То 


Мы можем однако выбрать другую систему координат так, 
чтобы кинетическая энергия представлялась в виде суммы одних 
только квадратов скоростей с постоянными коэфициентами. Дей- 
ствительно, на написанное выражение кинетической энергии мы мо- 
жем смотреть как на уравнение поверхности второго порядка 


(эллипсоида) в декартовых координатах 91, 4, 93. Но из аналити- 
ческой геометрии известно, что если мы поместим начало в центр 
этой поверхности и за оси координат возьмем сопряженные диа- 
метры этого эллипсоида, тогда уравнение его булет содержать только 
члены со второю степенью 


1 . . . 
Г= 5 (2,9 —- 2,42 —- а:43). 


Как известно, таких систем сопряженных диаметров можно найти 
бесконечное множество. 

Далее, если мы, при вычислении потенциальной энергии точки, 
будем исходить из положения равновесия точки, положив ее по- 
тенциал в этом положении равным нулю, то для небольших откло- 
нений точки 4 от этого положения равновесия мы можем разло- 
жить потенциальную функцию в ряд Тейлора по степеням этих 
отклонений. 

Ограничиваясь, для небольших отклонений, первыми и вторыми 
степенями отклонений, мы получим выражение для потенциальной 


энергии в виде: 
] 
—=э ) 614: Е у 6,919 ) К 


Опять, соответственным выбором координат (сопряженных осей 
. этого эллипсоида), мы можем придать этому выражению вид суммы 
квадратов координат 4 с постоянными коэфициентами 


] 
=. (6191-Е 5,92 Е 8393), 


и это можно сделать тоже бесконечным числом способов. 
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В алгебре однако доказывается, что всегда можно выбрать одну 
определенную систему координат так, чтобы одновременно 08е 
функции, и функция Т и функция Ц, приняли вид суммы квадра- 
тов с постоянными коэфициентами. 

Применяя это преобразование к нашему случаю, мы достигаем 
того, что уравнения Лагранжа принимают ВИД: 


4.4 — —5,91 а, 4, — — 6,45 4393 —= — 6343. 


Для каждой из координат мы получили отдельное и независи- 
мое от других координат диференциальное уравнение. Мы уже 
знаем, что эти уравнения решаются гармоническими функциями 
времени 


а Асс [У иёа|, а. = В оз | И #8], 


43 = с0$ И ет 


причем постоянные 4, В, С, а, В, ] определяются начальными 
условиями. 

Координаты, при которых кинетическая и потенциальная энергия 
точки выражаются в виде суммы квадратов — в первом случае ско- 
ростей, а во втором случае координат — с постоянными коэфициен- 
тами, называются нормальными координатами. 

156. Пример. Положим, что в декартовых координатах х, у 
(координата г не будет здесь играть роли) кинетическая и потен- 
циальная энергия материальной точки выражается формулами: 


т . 1 
Го (%* -- У?), И— >. (6х? - 2сху - 5,97). 
Уравнения Лагранжа при этих координатах принимают вид: 


тх- Вх + су=0, 
ту у сх=0; 


это как раз те уравнения, Которые мы уже решали (170, 93), изу- 
чая связанные колебания точки при двух степенях свободы. Кине- 
тическая энергия у пас уже имеет форму суммы двух квадратов 
(уравнение круга), между тем как потенциальная энергия содержит 
в себе и произведение координат (уравнение эллипса). Для того 
чтобы и здесь получить сумму квадратов, нужно отнести уравнение 


— ——-- д —- = —_—_ы——_д Ши ———66——д——щ< 
жд — до ———о——м—м————————_ 
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эллипса к сопряженным его диаметрам; а так как в круге сопряжен- 
ными диаметрами служат любые два перпендикулярных друг к другу 
диаметра, то нам достаточно повернуть оси координат по напра- 
влению главных полуосей эллипса, чтобы и круг и эллипс (и кинети- 
ческая и потенциальная энергия) были представлены уравнениями, 
не содержащими произведений координат. 


Подставляя 
х = 4, 05$ @а -— 4. За, 


У—= 9, зто -| 4. с0$ 1 


в выражение потенциальной энергии и приравнивая его сумме двух 
квадратов координат с постоянными коэфициентами, получаем: 


(у -рсэ 2а) 9? —- (6. — сыт 2а) 42 -|- 
-- (2с со$ 2а — (6, — 6,) эт 24) 4149. =89@-Н6.492. 


Приравнивая коэфициенты при 42, 42 и положив коэфициент 
’ ! 
при 9:4» равным нулю, получаем для определения 65, и 6. урав- 


нения: 
р. -- сып 2а=8, 9 


© 2а=————_, 
в, — сыт 24а =6, в 


и, следовательно, для частот колебаний 


ат, = 
т , 


65 
= 


’ 


Мы предоставляем читателю доказать, что это решение совпа- 
дает с тем, которое мы получили раньше (172, 93), причем наши 
прежние обозначения соответствуют теперешним по следующим 


формулам: 


Определив таким образом колебания точки в нормальных лагран- 
жевых координатах, мы можем перейти обратно к координатам х 
и У; для каждой из этих последних мы получаем две частоты 
аи а". 

Если х и у означают координаты двух разных точек, связан- 
ных друг с другом (два маятника в нашем примере, 176, 94), то 
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каждая из этих точек будет совершать два гармонических колеба- 
ния с разными частотами, как это мы уже подробно выяснили 
раньше. 

Уже этот простой пример применения метода Лагранжа показы- 
вает нам, что обобщенные координаты 4 могут иметь иногда зна- 
чение, совершенно не совпадающее с обычным значением коорди- 
наты какой-либо точки. Вместо двух действительных координат х 
и У двух материальных точек мы выбрали для решения задачи нор- 
мальные координаты 41 и 4, из которых ни одна не определяет 
положения рассматриваемых точек; только обе эти координаты 
взятые вместе, и притом в известной совокупности, определяют вполне 
положение и первой и второй точки в каждый момент времени. 


ГЛАВА Х. 


УРАВНЕНИЯ ГАМИЛЬТОНА. 


157. Обобщенные импульсы. Мы уже указывали раньше (284, 
149), что частная производная от кинетической энергии, или от 
функции Лагранжа по какой-либо обобщенной скорости 4, равна 
соответствующему импульсу. Это определение импульса 


__ эг У, 

м, а’ д 
не противоречит обычному определению импульса как произведения 
из массы на скорость ту, как это легко видеть, если написать 


выражение для кинетической энергии в обыденной форме 
1 . . . 
= [т (2-0) (2) 
и взять производную, например, по скорости х; тогда получим: 


т —тх 
дх —Рх 


что вполне соответствует нашему прежнему определению. 
Точно так же, если напишем выражение для действия импульса 

(34, 17) 

\ \ \ \ 

ВА —р,-6х Г ру-ду-Р р82 
и выразим здесь смещения 6х, ду, 42 через обобщенные смещения 
891, 64», 69. (287, 151), то получим при 64, множитель 

ох эт 
За, я ЕР Ре о, 

который равен обобщенному импульсу (286, 150). Таким образом 


определение обобщениого импульса мы могли бы основать на по- 
нятии о действии, положив 


ЗА = (ту-8$) = (р-29), 
Ар, 0х -Гру-8У 1-р,- 82 == ру 84 Е р»`84 -- Рз "843 
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совершенно так же, как мы понятие обобщенной силы основывали на 
уравнении работы (287, 151). Мы можем проследить эту анало- 
гию и дальше. 

Положим, что обобщенная координата Лагранжа 4 представляе“ 
собою угловую величину; тогда линейное смещение 0$ может быть. 
выражено через угловое смещение векторным произведением: 


8$ — [64-1]. 
Умножая импульс м\ скаларно на это смещение, получаем действие 
А —= ту. [64-г] == [г. му] *64 —=К.09, 


гд6 вектор К означает момент количества движения, или момент 
импульса (34, 17), вокруг той точки, из которой проведен радиус- 
вектор. Мы видим таким образом, что при угловой координате 
обобщенный импульс равен моменту импульса в обыденном смысле, 
точно так же, как обобщенная сила представляет собою момент обык- 
новенной силы. 

Итак мы формулируем теперь наше определение обобщенного. 
импульса следующими уравнениями: 
__ 9 __ 92 __ 96 
ИКИ РВ 


Р1 


Функция Лагранжа содержит в себе скорости 4 в степенях не 
выше второй; поэтому частные производные ее по скоростям бу- 


дут представлять собою функции, в которых скорости 4 входят в 
степенях не выше первой. Из полученных таким образом линейных 
уравнений мы можем получить обратные уравнения, т. е. выразить 


скорости 4 через импульсы р 


91 — (р), 9. =). (р}, 43 == 73 (р); 
это булут опять линейные уравнения, а потому, если мы подставим 


эти выражения для 4 в выражение для кинетической энергии, то у 
нас и кинетическая энергия и функция Лагранжа будут выражены 
через обобщенные импульсы, которые при этом будут входить в них 
в степенях не выше второй. В нижеследующих примерах мы 
встретим случаи такого преобразования. 

С введением импульсов уравнения Лагранжа принимают вид: 


= о 
9 


| 
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158. Канонические уравнения Гамильтона. Мы займемся 
теперь преобразованием уравнений Лагранжа в другую форму при 
помощи новой функции Н, функции Гамильтона, которая связана 
с функцией Лангранжа уравнением: 


Н= р.4, + р.9. -|- 6393 —1. — У Ру» — 2. 


Однако при вычислении функции Гамильтона по этой формуле 


мы заменим все скорости 4, входящие в правую часть равенства, их 
выражениями через импульсы; после этого функция Гамильтона бу- 
дет у нас представлена как функция координат, импульсов и вре- 
мени; это мы будем обозначать символом 


Н (4, р, 0. 


Между тем функция Лагранжа входит в уравнения Лагранжа 
как функция координат, скоростей и времени 


[1 (а, 4, 0. 


Это различие между двумя функциями необходимо иметь в вилу 
при вычислении частных производных. Так, например, вариаци.! 
функций Ё и Н будут: 


| УД и 9 
51. ‚ (Ч, [ — ( Й (5) 0 — ЗЕ, 
(4, 9 у ). т» и) 5? 


ВН, 0 => (;,). м -- у (о) Ны м 


и 


Значки при скобках внизу должны нам напомнить, из каких 
переменных составлена функция. 

Так как мы имеем в виду преобразовывать уравнения Лагранжа. 
то нам необходимо найти соотношения между частными произвол- 
ными функций Си Н. Для этого напишем полную вариацию вве- 
денного нами соотношения 


= У р,.9, — Н, 
| 


21. (9, 4. 0= У р-34 + У‘9-8р —вН (а, р, 1) 
№ Га 
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и подставим сюда 9 и 6Н, вычисленные выше. Собирая вместе 
члены с одинаковыми вариациями, получаем (значки сумм У мы 


опускаем): 
Го, Е), [29+ 
+[*— (5) ]#+ [Е #0 


9р 9: 


Для того чгобы это равенсгво сохраняло свою силу при лю- 
бых вариациях 64, 64, др, 81, необходимо и достаточно, чтобы вы- 
ражения, стоящие в скобках, отдельно равнялись нулю. Эго дает 
нам четыре соотношения для каждого из индексов А: 


| >) эн 

(),—2 и ы 
39\ _ __ (9Н  _ (3 
(5, о (5), = (%,) 

Из этих четырех соотношений первое представляет собою про- 
стое определение величины обобщенного импульса, второе пока- 
зывает, что время, если оно явно входит в функцию Лагранжа, то 
оно также явно входит и в функцию Гамильтона, только с проти- 
ВвОоПпОолОожЖнНымМ знаком. 

Наконец, если мы третье из этих соотношений подставим в вы- 


шенаписанное уравнение Лагранжа и присовокупим четвертое соот- 
ношение, то получим: 


. ЭН . 
Р=— мт, — < ° 


Здесь мы уже считаем излишним ставить скобки со значками, 
потому что в уравнения входит одна только функция Гамильтона 
Н (р, 49, 0, выраженная через координаты, импульсы и время. Если 
все силы имеют потенциал, то @ =0, и мы получаем: 


Полученные нами уравнения Гамильтона, благодаря своей про- 
стоте и симметрии, получили название канонических уравнений ме’ 
ханики. Канонические уравнения служили предметом исследований 
многих математиков, а в последнее время они приобретают все боль- 
шее и большее значение в теоретической астрономии и физике. 


— 


159. вывод УРАВНЕНИЙ ГАМИЛЬТОНА ИЗ ПРИНЦИПА ГАМИЛЬТОНА 303 


С математической точки зрения диференциальные уравнения Га- 
мильтона отличаются от уравнений Лагранжа тем, что они первого 
порядка, между тем как уравнения Лагранжа второго порядка; зато 
уравнений Гамильтона получается вдвое больше, чем уравнений 
Лагранжа. 

159. Вывод уравнений Гамильтона из принципа Га- 
мильтона. Мы можем получить канонические уравнения Гамильтона 
непосредственно из вариационного принципа Гамильтона (281, 147) 
совершенно тем же путем, каким мы тогда получили уравнения 
Лагранжа (283, 148). Заменив под интегралом функцию Лагранжа /. 
ее выражением через функцию Гамильтона Н (р, а, В 


[ 
8 \(Ула—н)-==0 
0 0 


(индексы мы опускаем для простоты), составим вариацию подъинтег- 
рального выражения при постоянном #: 


м = Ур. 24-5 Уа. 6р— Уи» — а 


Первый член этой суммы можно преобразовать, как при инте- 
грировании, по частям: 


ур. — и, Уур-24 — У|р-84. 


Если теперь проинтегрировать 6[. по времени, то получим: 


| мир, р 89, 


ИО чеуоси м 


Применяя принцип Гамильтона, мы должны, во-первых, положить 
на границах интеграции 84 ==0, вследствие чего первые два члена 
пропадают, а затем оставшийся интеграл приравнять нулю. Этот инте- 
грал может равняться нулю, при произвольных значениях $4 и др, 
только в том случае, если коэфициенты их отдельно равны пулю. 
Следовательно 


Мы получили канонические уравнения Гамильтона. 
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Число таких уравнений будет равно удвоенному числу степеней 
свободы точки. 


160. Физическое значение функции Гамильтона. Мы уже 
знаем, что функция Лагранжа представляет собою разность кине- 
тической и потенциальной энергии точки 


а так как функция Гамильтона определяется соотношением 
Н==р)9: + 229» Е 2343 — Г, 
то нам необходимо теперь выяснить физическое значение суммы 
о: | 
УРр-Ч== р:9, 229» -- Рз93- 


С этой целью напишем полное выражение кинетической энергии 
магериальной точки (285, 150) 


1 . . -. 
Т—= Т, Е Г, = 5 (41141 Е 45293 -[ азз393) -- 


- 1124192 + 1234243 — 431934, -- 
- 519; + 654. Е 6543 -Е То. 
Коэфициенты а и 6 этой суммы могут зависеть от координат 
и от времени, последний член суммы от скоростей не зависит 


пределим отсюда импульсы как частные производные кинетиче- 
<кой энергии по соответствующим скоростям: 


эт . . . 
Руа б9 - 4,29, -|- 1393 В, 413 — @3т, 
__ эт . . . 
Рз м, == 4:19, -- 45249. -- аз9з Е В, 1 — @1., 
эт . . . 
Рз а, 4319; -- 4329» {Е @3393 - 6х, 933 — @53. 
3 


Если мы каждый из этих импульсов умножим на соответствую- 
1цую скорость и составим сумму этих произведений, то получим, 
как это легко видеть из вышенаписанных формул, 


У. р-9—=2Т, + 7. 
Нодставляя это в выражение функции Гамильтона, получаем: 
Н: =21т.-НТ—Г-—Т—Т-НО-= 
= 7. НИ—Т 
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Но это еще не все; необходимо представить Н как функцию 
координат и импульсов. С этою целью мы можем из вышенапи- 


санных трех уравнений импульсов определить скорости 9, Ч., 


4 как функции импульсов р., ро, р, и подставить их в Т,. Тогда 
мы действительно получим Н как функцию р и 4; но кроме того 
она может содержать и время. По отношению к импульсам р функ- 
ция Н будет второй степени. 

Если уравнения преобразования координат не содержат вре- 
мени, то, как мы знаем (286, 150), кинетическая энергия предста- 
вляет собою однородную функцию второй степени (Т, = Ту =0) 
скоростей. Тогда мы получаем 


Н == -(И=Б, 


т. е. функция Гамильтона делается равной полной энергии точки. 

161. Случаи, когда функция Гамильтона постоянна. 
Мы сейчас же выведем одно важное следствие из канонических 
уравнений Гамильтона. Составим полную производную этой функ- 
ции Н по времени 


ан \л9Н : 9Н: | эН 
ав _ да НУР +, 
С Е 


Но если принять во внимание канонические уравнения (конец 
$ 159), то легко видеть, что первые две суммы взаимно уничто- 
жаются, и остается | 


Это означает, что в тех случаях, когда функция Гамильтона не 


9Н 
содержит явно времени (и=5), она вообще не изменяется со 


временем 


м 0, Н(р, 9) = соп$. 


Если, кроме того, имеет место закон сохранения энергии, ло 
полная энергия точки тоже постоянна во времепи 


Е = Т-- И = соп$ 


а следовательно, и разность полной энергии и функции Гамильтона 


тоже неизменна: 
Е— Н(, 9) -= соп%. 


20. Теоретическая физика. Ч. ЦП. 


Наконец, если преобразования координат не содержат времени 
и функция Гамильтона превращается в полную энергию точки, 
тогда постоянство Н эквивалентно постоянству полной энергии Р. 

162. Примеры. Все выведенные нами соотношения выступят 
гораздо яснее, если применить их к какому-либо конкретному примеру. 
Положим, что мы переходим от координат х, у, 2 к другим, тоже 
прямоугольным, координатам 41, 4., 43, но вращающимся вокруг оси 2 
с постоянною угловою скоростью, и пусть новая ось 9. совпадает 
с 7. Относящиеся сюда формулы преобразования коорлинат нам уже 
встречались (246, 133): 


Хх = 41 С0$ а — 9. па, у==4. т аё- 49. с05а, 2==4,. 
Для скоростей получаем формулы преобразования: 

х = 4 с0$ 41—49. п 47 — 91а т ай — 9.а со$ а 

у= 9 $ аё 9. с0$ аё -|- 91 40$ а — д. а эт аё 

= == 93. 
Подставляем это в выражение кинетической энергии: 

ти т.. 
о (Ну г)=5 ие 
- 24 (419, — 954,) Е а* (9-4). 


Отсюда вычисляем импульсы: 


97 . 
1== —— ==/1(91 — 445) 
94 
97 . 
ре, — 9» 7 941) 
__ 9Г__ р 
У ПВ 


Выражаем скорости через импульсы 


А! 7 _ 0? ‚ __Р 
41 =, -!- 94. 4. == -- 44; =, 


и подставляем их в выражение кинетической энергии, причем 
] т 
о 2 о 2) | 2/12 2 
Г. = т (АР ГР) Г @(р:4. — Р.49) о а (41 9) 
Г, — — а (2.92 —р.4.) — та? (Ч -- 4) 


й 


о. 
==. а* (ЕЕ 95). 
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4 .х 


Функция Гамильтона теперь получает более простой вид: 


1 


Нд [© (+ ф|+6 


Обратим внимание на то, что теперь, в цилиндрических коорди- 
натах, кинетическая энергия не содержит скоростей ни в первой 
ни в нулевой степени (Т, = Г. =0); поэтому функция Гамильтога 
представляет собою не что иное как полную энергию точки. 

В предыдущих наших вычислениях в прямоугольных координа- 
тах мы из постоянства разности между функцией Гамильтона и 
полной энергии точки заключили о постоянстве секториальной ско- 
рости. В цилиндрических координатах эта разность равна нулю и не 
позволяет делать никаких ‘дальнейших заключений. Тем не менее 
о постоянстве секториальной скорости мы можем заключить из ка- 
нонических уравиений Гамильтона 


9 эн ЭН 


а да’ 1 9р, 


Так как у нас в функции Гамильтона координата & совсем не 
входит, то, если потенциал (/ тоже не зависит от @, мы имеем: 


р. =0, р, == сопзё, 


Но обобщенный импульс р,, как это видно из выше написанной 
формулы, представляет собою произведение массы точки на секто- 
риальную скорость 7?а, а потому, если этот обобщенный импульс 
постоянен, то и секториальная скорость тоже постоянна. Далее, 
из второго канонического уравнения получаем 
9Я 1 р. — а, 


Ч, = == 


— - 5 
др, т" 


т. е. что соогветствуюшая импульсу р, скорость, т. е. в данном 
случае угловая скорость а, тоже постоянна; для координаты @ мы 
получаем линейную зависимость от времени 


а —= @ё. 


163. Циклические координаты. Только что приведенный 
пример имеет гораздо более общее значение, чем это может пока- 
заться с первого взгляда. Действительно, в самом общем случае, 
написав уравнение Лагранжа или каноническое уравнение Гамильтона 


163. ЦИКЛИЧЕСКИЕ КООРДИНАТЫ 309 


для ТОЙ координаты, которая не входит в функцию Лагранжа, 
а следовательно, и не входит в функцию Гамильтона, мы получаем: 


“9 о р— Зо 


490. 94, _ да. 


Это означает, что соответственный этой координате импульс 
остается постоянным 


р. == соп$Ё == (. 


Таким образом мы уже сразу получили один из интегралов 
движения. 

Далее, мы видели, что каждый из импульсов р представляет ли- 
нейную функцию скоростей; поэтому из полученного нами интег- 


рала мы можем определить скорость 9. Скорость Ч. получится у 
нас в виде линейной функции других скоростей и постоянной с. 
Мы можем подставить эту скорость в функции Лагранжа и Гамил!- 
тона, и тогда они уже не будут заключать в себе ни координаты 4. 


ни скорости Ч а вместо импульса р, ==с будет стоять постоянная 
величина. После такого исключения координаты 4, мы можем про- 
должать наши вычисления так, как будто этой координаты совсем 
не было. На этом основании координаты, не входящие явно в вы- 
ражение / и Н, носят название исключаемых, или пренебрегаемых 
(по английски {епогае), координат. 

Впрочем с физической точки зрения гораздо характеристичнее 
другое их название, а именно: циклические координаты. Дело 
в том, что подобные исключаемые координаты появляются большего 
частью тогда, когда точка описывает какую-либо замкнутую ли- 
нию, или „цикл“, причем положение точки в этом цикле не играет 
существенной роли для рассматриваемого механического явления, 
а только ее скорость или импульс. В таком случае и координага 
точки в цикле, т.е. ее циклическая координата, не должна входить 
в функцию ЯН, от которой зависит, как мы видели, весь ход меха- 
нического явления; но мы доказали, кроме того, чго в таком случге 
соответствующий импульс остается постоянным. 

Если в выражение Н(р, 9) совсем не входят координаты точки, 
а только ее импульсы, другими словами, если все координаты точки 
циклические, тогда мы имеем три интеграла уравнений движения: 


р: —= Ст, р, = С., Ру — Сз. 
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ид - д д жда—д—_—_о-Ц-——-Ц 


Подставляя эти постоянные во вторые уравнения Гамильтона, 


для скоростей 4 точки, получаем справа величины, не меняющиеся 
со временем 


91 = а1, Ч - — @5, 4. —= аз, 


и, следовательно, все скорости в этом случае остаюгся постоян- 
ными, а координаты растут пропорционально времени: 


1 =а.Ё-- а, 4. —= а-Ё-- ао, 4; == а. -- а.. 


Здесь постоянные интеграции а и а определяются начальными 
условиями движения. - 

Итак, если все координаты циклические, то интегрирование 
уравнений движения материальной лочки оказывается чрезвычайно 
просто. 

164. Канонические преобразования. В последнее время 
в механике, и вообще в теоретической физике, приобрели болышое 
значение так называемые канонические преобразования. Поэтому 
мы считаем необходимым дать здесь краткий очерк этого метода. 

Каноническими называются такие преобразования, которые дают 
возможность перейти от импульсов р. и координат 4 к другим им- 
пульсам Р и координатам ©, ио так, чтобы и эти новые импульсы 
и координаты удовлетворяли каноническим уравнениям Гамильтона. 
Целью подобных преобразований служит главным образом упро- 
щение интегрирования уравнений механики. Уже на основании рас- 
суждений предыдущего параграфа мы можем видеть, что если бы 
при таком преобразовании нам удалось получить как можно больше, 
а может быть и все координаты циклическими, то задача интегри- 
рования уравнений была бы решена. 

Мы рассмотрим сперва самый простой случай, когда материаль- 
ная точка имеет только одну степень свободы и когда формулы 
преобразования не содержат времени. 

Итак пусть р и 4 удовлетворяют уравнениям 


и мы хогим перейти к Ри О при помощи таких преобразований 
р ==) (Р, <), 4 == (Р, (), 


— 1.9” 
= гар, 


чгобы 
9К 


Р=——, 
@) 


164. КАНОНИЧЕСКИЕ НРЕОБРАЗОВАНИЯ , 311 


причем К(Р, ©) представляет собою ту же функцию Н (р, 4), в ко- 
торой на место р и 4 нодставлены их выражения через Ри О. 

Возьмем какую-нибудь функцию У (4, О) от старых координат 
у и от новых @ и положим 


р-44 =Р.а0 -- а" «а, 0). 
Разделяя это выражениг на элемент времени 4 получаем: 
р:9=Р. О-- И. 


Если мы подставим сюда значение полной производной по вре- 
мени от функции И (4, О) 


т бис ди - 
.а—Р. -^ о 
р:4 о-- т Ч- 5а 6) 
и приравняем коэфициенты при Ч и [6] то получаем соотношения: 


ди р ду 


я, ето 

Из последнего уравнения мы можем определить координату 4 
как функцию Ри © и получить таким образом одну из искомых 
формул преобразования. Затем эту величину 4 мы можем подста- 
вить в И(4, ©), а частная производная от У по координате 4 даст 
нам р тоже как функцию Ри О, т. е. вторую формулу для иско- 
мого преобразования. Таким образом если функция У (4, О) нами 
выбрана, то благодаря соотношению 


р:4=Р: ОНУ 
и формулы преобразования для р и 4 получаются вполне опреде- 


ленные. Остается доказать, что это преобразование каноническое. 
Для этого напишем вариацию добавленного нами уравнения 


р-34 -4.2р==Р.20-- 9.8Р-- 87. 


Здесь мы заменим (как это мы неоднократно делали) 
^. Ч ^ о 
р.94 ==; (р:049) Р-94, 


р.30 =“ (Р-80) Р-20, 


[4 


— 


ЗИ (ВИ). 
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Приняв во внимание, что (см. выше) 


р:89=Р.6 0-Е ВИ, 
получаем: 
а-8р —р-89 =0-8Р-—Р-.60. 


С другой стороны, составляя вариацию равенства 


Н (р,9) =К(Р, ©), 


получаем: 


Сравнивая обе вариации друг с другом и принимая во внима- 
ние, что р и 4 удовлетворяют каноническим уравнением, получаем 


для Ри © 
ак ‚ 9К 


о бар, 

т. е. опять канонические уравнения. Таким образом мы доказали, 
чго указанным способом, при помощи вспомогательной функции 
У (4, ©), мы действительно можем получить каноническое преобра- 
зование. 

Мы могли бы притти к каноническому преобразованию и не- 
сколько иным путем. Мы видели, что канонические уравнения пред- 
ставляют собою прямое следствие из принципа Гамильтона, напи- 


саиного в такой форме: 


! [1 


24-1 -==\2(р-9 — Н)-@=0. 
( 0 

Для того чтобы новые импульсы Р и координаты @©@ опять 
были каноническими, необходимо, чтобы они входили в функцию 
Лагранжа Ё в такой же форме, как и р и (д, т. е. 


/ | 
\ 2..4 \2(Р.9—К,-41==0. 
0 ( 

Однако для большей общности мы можем прибавить под ингег- 


ралом еще полную производную любой функции У (4, О), потому 
! 


чо при иитегрировании по времени мы получим |6:И (4, О) ', 
0 
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а на границах интеграции все 54 и бО равны нулю. Итак для ка- 
нонического преобразования необходимо и достаточно, чтобы 


р.9— Н=Р.9—К-У, 


а это и есть то соотношение, из которого мы исходили выше. 
Конечно это не единственно возможное соотношение для кано- 
нического преобразования. Мы могли бы взять вспомогательную 
функцию У, зависяшую не от ди О, а, например, отаи Р, и 
положить 
р.4=—=— 9.Р-- У(а, Р), 


которое ложе можно представигь так, чтобы форма функции Лаг- 
ранжа оставалась неизмезной, а имгнно 


р-4—Н=Р-9—К-- “(УР О). 


Вообще возможны четыре разных исходных уравнения: 


р-4=-- Р.О НУ, 9) 
р:9=—9.Р--У (4, Р) 
9:р=— Р.О Ур, 0) 
4:р=--О.Р--У(р,Р) 
из которых наиболее часто встречается второе. Из второго уравне- 
ния вытекают следующие формулы, служащие для канонического: 
преобразования: 


ду ду 
Р— 5, = —. 
9 


Вообще, благодаря известной симметрии в самих кинонических 
уравнениях, и исходные уравнения и формулы преобразования полу- 
чаются вполне симметричными по отношению к величинам р, 9 
и Р, О, мы можем даже произвести перестановку этих величин, 
считать р за координату, а 4 за импульс, если только одновре- 
менно с этим примем во внимание различие в знаке канонических 
уравнений. 

На этом основании величины р и (4, а также Р и О называются 
иногда ие импульсами и координатами, а просто хланонически 
сопряженными величинами, или канонически сопряженными пере- 
менными. 
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Как видим, канонические преобразования допускают еще боль- 
шег разнообразие, чем преобразования обобщенных координат 
Лагранжа; сопряженные величины могут быть выбраны как угодно, 
лишь бы они удовлетворяли каноническим уравнениям. 

Само собою разумеется, что при всех канонических преобразо- 
ваниях, несмотря на разнообразие значений и размерностей вели- 


чин р и 9, произведение р. должно иметь размер энергии, а про- 


изведение р-4-4 размер действия. 

165. Пример. Для иллюстрации только что изложенного мы 
возьмем простой и хорошо известный нам пример движения мате- 
риальной точки под действием некоторой упругой силы, величина 
которой ‘пропорциональна отклонению точки от положения равно- 
весия. Обозначая отклонение точки через х, ее скорость через х, 
можем написать выражения для кинетической и потенциальной 
энергии (174, 94): 

Г (х) Их. 


Импульс точки определится как частная производная функции 


Лагранжа по скорости 
9. эт 
—-.— — =— ИА _ 


9х м 
Подставим это в выражение кинетической энергии и составим 
функцию Гамильтона. При этом мы координату х теперь обозначим 


(как это принято в канонических уравнениях) через 4 и, кроме 
того, введем в коэфициент упругости массу точки 


Хх — д, р — та?. 


После этого функция Гамильтона примет вид 
На р та? д? 
2т 2 ’ 


и канонические уравнения дают нам: 


р-= Я тала а. 1 

да др т 
Мы знаем, чго эти уравнения решаются гермоническими фупк- 
циями времени и что точка будет совершать гармонические колеба- 
`ния. Тем не менее мы считаем полезным упражиением применить 


сюда каноническое преобразование. 
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Так как время в эти выражения явным образом не входит, то 
функция Гамильтона будет равна полной энергии точки Е. Будем 
нскать такое каноническое преобразование, чтобы функция Гамиль- 
тона совсем не содержала новой координаты ©, а новый импульс 
Р был в первой с епени; положим 


1. 1 о 
от Р° —- > 1474? =:аР. 


Н — Е —= 
Определяем отсюда величину р, которая, как нам известно 
(313, 164), должна равняться частной производной от некоторой, 
пока еще неизвестной нам вспомогательной функции У (4, Р) по 
координате д: 
ФИ у 
-— —= И2таР — т?а?4?. 
44 
Отсюда мы можем определить И (4, Р). Но мы этого делать не 
будем, а, написав выражение 


4 
у=\ И 2таР— т?а?4?.а4, 
продиференцируем под интегралом по Р, чтобы получить величину 


ди 
9—5 ь— 


пе = 4 (та4) 


Ч 

°д ОНО 
< а — 2. __ 94749) __. 

| И2таР — (тад}- -| У2таР — (та4}* 


0 


Производя интеграцию и положив интеграционную постоянную 
равною нулю, получаем: 


та ЭР. 
© -— агс $пт | эр. а|, =и® п О. 


При помощи этой величины 4 можем выразить и р как функ- 
цию Ри О: 


р-=И 2таР-со$ 0. 


Новая координата О в функцию Гамильтона (полную энергию 
точки) не входит; это циклическая координата. Соответствующий 
ей импульс постоянен 


ди дд дд 


а само О определяется на основании второго канонического урав- 


нения 


- _ ОН 
) — --- — —- — Я. 
{, в =“, О —= а --а 


Подставляя полученные Р и О в формулы преобразования р 
и 9, получаем окончательное решение в виде: 


р=И 2тЕ-с0$ (@ё -- а), а=у РР виа (аё -|- а). 


Это решение, конечно, совпадает с обычным решением этой 
задачи. Действительно, мы обыкновенно полагали решение в виде 


д==х = А:зт (а! -—- 4) 
и, следовательно, для импульса точки мы должны написать: 
и __ | 
р-—тх = т Аа со$ (аЁ - а). 
Подставляя эти величины в выражение полной энергии, получаем: 


__ __ а? 2 р. 1 9 ДЭ с; 112 __ т 2 42 
Н=Е=5„. А? с0$ (а -- а) -- - та? А? 5т (а -- а) = -: а*А*. 


Отсюда определяем амплитулу колебания по данной величине пол- 


ной энергии 
ри 
__ щи 2Е 
4=у та? 


и подставляем это в формулы для импульса тх и для коорди- 
наты х: 


— тх = 2тЕ-с0$ (@ё -- а); = х — И 2. зп (аё -|- а). 


Полученные формулы вполне совпадают с формулами, полученными 
нами путем канонических преобразований. 

166. Пространство фаз. Величины 4 и р, т. е. координата 
материальной точки и ее импульс, вполне определяют как поло- 
жение точки, так и ее движение в каждый момент времени. Мы 
можем поэтому ‘сказать, что совокупность данных (р,9) вполне 
характеризует механическое состояние или фазу (термин, введен- 
ный У. Гиббсом), в которой находится материальная точка в раз- 
сматриваемый момент времени. Поэтому иногда для большей на- 
глядности изображают величины р и 4 в виде декартовых коорли- 
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нат некоторой точки Р’ на плоскости. Каждая такая изобразитель- 
ная, или фазовая точка, Р' соответствует определенному состоянию, 
определенной фазе (р,0) материальной точки Р. Если материальная 
точка находится в движении, то и соответствующая ей фазовая 
точка тоже будет в движении и будет с течением времени опи- 
сывать на плоскости фаз (р, 9) некоторую, вообще говоря, кривую 
линию; эта кривая называется фазовой линией или линией фаз 
точки. Производные по времени р и а будут, следовательно, про- 
екциями на оси координат скорости фазовой точки. Само собою 
разумеется, что скорость и траекторию фазовой точки Р’ не нужно 
смешивать с действительной скоростью и траекторией самой мате- 
риальной точки Р. 

Мы говорили сейчас о материальной точке, состояние которой 
определяется одной координатой и одним импульсом, т. е. о слу- 
чаях с одною степенью свободы. В более общем случае фаза мате- 
риальной точки Р будет определяться не одною парою данных (р, 4), _ 
а тремя парами: (р, 91), (р., 4.), (р, 93). Для изображения фазы 
материальной точки придется в этом случае прибегнуть к про- 
странству б измерений (это можно, конечно, делать только сим- 
волически). Вообще, если число степеней свободы равно п, то 
пространство фаз будет иметь 2п измерений. 

Понятие о пространстве фаз применяется главным образом в тех 
случаях, когда рассматривают одновременно движения, которые 
могла бы иметь материальная точка при различных начальных 
данных, или когда желают одновременно рассматривать движения 
различных точек при одинаковых условиях и т. п. Поэтому про- 
странство фаз играет большую роль в кинетической теории газов, 
в статистической механике и т. п. Тем не менее мы считаем 
полезным ввести это понятие уже здесь, в общей механике 
точки, потому что это дозволит нам сейчас вывести наглядным 
образом две важные теоремы, касающиеся канонических преобразо- 
ваний. 

167. Неизменность фазового объема. Представим себе на 
фазовой илоскости четыре точки, образующие прямоугольный четырех- 
угольник со сторонами 4р и 44. Эти четыре изобразительных точки 
могут представлять фазы какой-либо материальной точки при раз- 
личных начальных условиях лвижения. При переходе от одних 
канонических координат р,9 к другим тоже каноническим коорли- 
натам Ш,0, элементарная нлощалка @ар.949 (см. интегральное 


318 Х. УРАВНЕНИЯ [ГАМИЛЬТОНА 


исчисление — о преобразовании интегралов) изменяется следующим 
образом: 
ар. 49а —=ШО.аР.аО0, 


где множитель Г) есть так называемый функциональный детерми- 
нант преобразования 

__9р. 94 994 

— ЭРО 30 дв 


Докажем, что этот детерминант при канонических преобразова- 
ниях равен единице. Напишем для этого основную формулу пере- 
хода от р.4 к Р,О (311, 164): 


р:94=Р.ао--ау 
н подставим в нее 44, выраженное через Ри О: 
—4 Р-Н 3 4. 
Тогда получаем: 


(2% АР (2% —Р) 40 =4У. 


Справа у нас стоит полный диференциал функции И. 
Для того чтобы левая часть этого равенства тоже предста- 
вляла собою полный диференциал, необходимо и достаточно, чтобы 


5(Р р) (ро — р), 


9р 94 | 924 __ р. 34 + 924 


— — 1, 
90 ЭР ЭР.20 ЭР 80 90.95 


откуда следует, что 


ИЛИ 
— 30.9 4р 99 


дР 90 90 9Р 


Таким образом мы убедились, что действительно ири канониче- 
ском преобразовании функциональный детерминанг равен единице и, 
следовательно, величина элементарных площадок при таком преобра- 
зовании остается пеизменной: 


ар-49 = ар.а(. 


_ --- — —-— — ——_—_—_ ——_дд А 
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В более общем случае нескольких степеней свободы эта теорема 
тоже остается в силе, но тогда остаются неизменными не площадки, 
а фазовые объемы 


4р.-44,`ар....=аР,-40,-аР,... 


168. Теорема Лиувилля. То же самое соотношение мы полу- 
чаем, если будем следить за изменением площадки ар-44 со вре- 
менем. Положим, что в некоторый момент времени 2—0 рассма- 
триваемые нами фазовые точки образовали прямоугольный четырех- 
угольник 4р,.44,. Это означает, что мы рассматриваем движение 
материальной точки при четырех различных начальных данных. 
Через некоторое время 4 все эти четыре точки передвинутся на 
фазовой плоскости, а проекции их взаимных расстояний на оси 


координат могут измениться в ар и 44. Если 4 есть проекция ско- 
рости фазовой точки Р. на ось 4, то для точки Р, эта величина 


будет несколько отличаться от 9. Если изменение скорости 4 на 
> 

единицу длины вдоль линии 4 равно Г, то изменение скорости 
9 


на расстоянии 49% будет 
да 
—= а : 


и, следовательно, относительная скорость точки Р, по отношению 
к точке Р,, или, что то же самое, быстрота, с которой при дви- 
жении растет расстояние 44,, будет равна: 


. 3а . да 
1 44 аа, ]---а==Ч аа,. 


Таким образом через некоторое время @Ё вследствие движения 
фазовых точек, ллина 44, изменится в 


На осповании таких же соображений мы получим изменение 
длины ру за время 4: 


,. 
4р = ар, -|- и Чроай. 
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Перемножая оба эти уравнения и пренебрегая членом с (4Ё)?, как 
высшего порядка малости, получаем: 


др | да 
ар-а4 == ар, 49, Е (ем арь + 49-41. 


Однако из канонических уравнений 


прямо следует, что величина, стоящая у нас в скобках, равна нулю, 
и, следовательно, 
ар. 49 = ар, 49%. 


Это означает, что площадка 4р.44 при движении своем по фа- 
зовой плоскости сохраняет свою величину, хотя она может при этом 
изменять свою форму. 

Эта теорема была доказана впервые Лиувиллем (1. МоиуШе) и 
притом для самого общего случая фазового объема 2и-го измерения 

169. Примеры. Для иллюстрации выводов предыдущих двух 
параграфов мы приведем несколько простых примеров. 

Пусть точка совершает гармонические колебания; ее отклонение 
от положения равновесия 04 и ее импульс р могут быть выражены 
формулами (316, 165): 


р= р 2тЕБ. со$ (аё — 9), 4 — И = Е. -з (аё-- а). 


Если мы будем рассматривать величины ри 4 как декартовы 
координаты на фазовой плоскости (р,4), то получим для линии фаз 


уравнение: 
_Р__ “-|- 9 | Е р — та". 
И2тЕ ‚ 2Е 


У- 
Следовательно, изобразительная точка Р’ будет описывагь на 
плоскости фаз эллипс (рис. 109) с центром в начале координат и с 


и /ЭЕ 
полуосями ИЗтЕ и `‚› Направленными по осям р и 1. 


Заметим, что величина этого эллипса зависит главным образом 
от начальной энергии точки Е и не зависит от начальной фазы а. 
Для точек с разными массами и с разными частотами колебаний, 


169. ПРИМЕРЫ 


мы получим различные эллипсы. От массы т зависит длина полу- 
оси р, а от коэфициента упругости 2 = та? зависит длина полу- 


оси 0. 
Напишем формулы пре- 
образования — канонических 
переменных р и 4 в другие 
тоже канонические перемен- 
ные Ри О (315, 165): 


. р—=У 2таР со$ 0, 


и составим функциональный 
детерминант этого преобра- 


р 


Рис. 105. Линия фаз гармонического коле- 


зования бания. 
др _ 1 2та о др И2тар шо 
9» 2 ИдтаР 90 
91 та, 2 0. 9—2. соз 0, 
дР 2 2Р та 90 та 


р— 32. 849 94. 4р 
ЭР 30 9Б’39 


<огласно с выводом параграфа 167, 318. 


—— =505? © -- $1? О==1 


Самый простой пример применения теоремы Лиувилля мы по- 
лучим, если рассмотрим канонические переменные Р‘и О предыдущего 
примера (315, 165) 


Я = а а. 


На фазовой плоскости 
мы получаем в этом слу- 
чае прямую линию, па- 
раллельную оси О@, от- 
стоящую от нее на расстоя - 


НИИ Р=2 (рис. 106). 


[^^ 


< -=-=——=- -..... 


$ @ 


Рис. 106. Движение по фазовой плоскости. 


21. Теоретическая физика; Ч. 1. 


Р=, 
а 


Если мы 


тыре точки 
плоскости 


1 


возьмем че- 
на фазовой 
2, 3, 4, 
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_—_ ид 


которые соответствуют четырем материальным точкам, колеблю- 
щимся с тою же частотой, но с различными амплитудами и с раз- 
личными фазами (различные начальные условия), то нарисованный 
нами четырехугольник будет с течением времени передвигаться па- 
раллельно оси (©, потому что координата @ растет со временем; 
но площадь этого четырехугольника останется все время одна и та 
же и будет равна 


аР-40 —- ЧЕ + аа. 


Возьмем еще пример падения точки в поле земного тяготения. 
Импульс и координата точки будут в этом случае выражаться фор- 
мулами (55, 31): 


| 
р = тв8+, 9—5 87. 


Для определения фазовой линии на плоскости (р) исключаем 
из этих уравнений время и получаем (ср. 56, 32, уравнение энергии) 
2? 

Ч — тр. 
Следовательно в этом случае фазовой линией будет служить пара- 
бола, изображенная на рис. 107. 
Предположим, что одновременно с точкою Р. нас интересует 
движение других трех точек, движущихся в том же поле тяготения, 


но отличающихся от точки Р, другими начальными значениями ре, 
и 9, как это выражено в следующей таблице 


Ре | № | 90 р 4 
1 |0 0) Ен 
тп о 2 
] Яро 
2 | Чар |0 тЕЁ-- Чро | ЕВ 
| 
3 () 449%, | тэ >) 2? -- Ч4у 


— 


4 ЧРо | 690 теЕ + арь . ов -- ыы Е-- 49% 


ди 
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Из этой таблицы и из рис. 107 мы видим, что четыре рассма- 
триваемые нами точки, которые вначале движения образовали на 
фазовой плоскости прямоугольный четырехугольник @р,а4о, с тече- 
нием времени будут изменять свое относительное положение на 
фазовой плоскости. При этом точки Ги 3, а также точки 2 и 4 
будут оставаться все время 
на одинаковой высоте и рас- 
стояние между ними 449 
остается неизменным. Только 
верхняя сторона четырех- 
угольника 1942 движется па- 
раллельно оси а скорее, чем 
нижняя его сторона, вслед- 
ствие чего прямоугольный \| 
четырехугольник с течением 
времени искажается и при- 
нимает вид параллелограма. 
Тем не менее площадь, об- 
разуемая четырьмя точками 
на фазовой плоскости, и во Рис. 107. Фазовые линии для падаю- 
время движения остается 
неизменной величины, как того требует теорема Лиувилля. 

170. Обобщения. Мы рассматривали в предыдущих парагра- 
фах канонические преобразования ‚в применении к материальной 
точке, обладающей только одной степенью свободы. Переход к 
более общему случаю трех степеней свободы делается очень просто 


КЮ 


стоит только везде произведение р-4 заменить суммою 


У.Р-9== 214, | р.4, -- рз9, 


и тогда получим для перехода от канонических переменных р ид 
к новым каноническим переменным Ри О формулу: 


Ур.а=У Р.О У,0). 


А затем все выкладки остаются те же, что и прежде. Вместо 
двух соотношений межлу р, Ри И мы теперь получаем шесть: 
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Мы предлагаем читателю самому проделать все дальнейшие вы- 
числения и распространить доказанные нами теоремы на три сте- 
пени свободы. 

Существенное изменение мы получим в том случае, если вспо- 
могательная функция У (4, О, Ё} содержит еще и время в явной 
форме. В таком случае для полной производной по времени мы 
должны будем написать: 


уе Ур, ВЕ Ни = Ури 


© —=1, 2,3 


Для того чтобы преобразование было каноническим, необхо- 
димо чтобы 


У ры, — На = У) 2,9, — КФ т. 


Подставляя сюда значение полной производной по времени от 
вспомогательной функции И (4, ©, #), получаем: 


У’ры, — Н(р, о= ры, — К(Р, о = , 


откуда 


КРОН," 


Эго означает, что если выбранная нами вспомогательная функ- 
ция содержит время, то при каноническом преобразовании пере- 
менных р и 4 в новые переменные Р и © сама функция Гамиль- 
тона меняется; для получения новой функции недостаточно подста- 
вить в старую функцию Гамильтона величины р и 4, выраженные 
через Р и О, а необходимо еще прибавить частную производную 
от вспомогательной функции У (4, О, В) по времени. Тогда только 
мы получим канонические уравнения для новых переменных в форме 


эк К 
Б=—<^, =>. 
Ч — Тр 


Эго замечание остается в силе и для других форм вспомога- 
тельной функции У(4,Р,0), У(р, 0,8, У(р,Р, 0), в чем читатель 
может сам убедиться. 
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171. Уравнение Якоби. Возвратимся теперь к интегралу Га- 
мильтона, т. е. к интегралу „действия“ 
{ 
$=\ 1-4 
0 
Мы знаем, что вариацию этого интеграла можно представить 


в виде 
у Рьба Е 


причем второй член справа, на основании принципа возможных 
перемещений, принципа Даламбера и Гамильтона, для всех действи- 
тельных движений равен нулю. Если рассматривать действие $ 
как функцию верхнего и нижнего предела интегрирования, то можно 
написать: 


` 19$. 9$. 
Уре Ур, УЗ, 
9 Чо 
Е |: |: . 


где суммы берутся по всем А =1, 2,3. 

Из сравнения левой и правой частей этого выражения мы видим, 
что импульсы могут быть представлены как частные производные 
от функции действия по соответствующим координатам 


1 Ё 
$$ — АЕ, Е— 1,2, 3, 
0 0 


р 
т 94 " дз. 3 943 
и 941 72 902 93 94оз 


С другой стороны, из основного интеграла Гамильтона прямо 
следует, что 
95 95$: , 95 
—= [, — — -—. 
(2 99 д 
` Е 
Нолставляя сюда импульсы, получаем: 


95 . 9$ 
—- . — =— — ‚Ё — 0. 
и Р-4 [ ; г (р,9 ) 


Если теперь в функции Гамильтона на место импульсов подста- 
вить частные производные от действия, то получим для функции 
действия 5 диференциальное уравнение 


9$ 95 
—--Н[— Е) —0 „› Ча). 
д: (-. ) Ф, } , (41, 4. дз) 
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Это уравнение известно под названием диференциального урав- 
нения Гамильтона-Якоби. Если нам удастся решить это уравнение, 
т. е. определить функцию 5, то тем самым будут решены и соот- 
ветственные уравнения движения материальной точки; действительно, 
взяв затем частные производные от полученной функции $ по ко- 
ординатам, мы получим и импульсы р точки для каждого момента 
времени. Таким образом интегрирование канонических уравнений 
Гамильтона, Якоби свел на интегрирование диференциального 
уравнения действия. Необходимо однако заметить, что так как 
импульсы р входили в функцию Н во второй степени, то и ди- 
ференциальное уравнение Якоби будет содержать в себе частные 
производные функции действия тоже во второй степени. Между 
тем общих правил для интегрирования уравнений с частными про- 
изводными второй степени до сих пор еще не выработано, и интег- 
рирование это, вообще говоря, представляет большие трудности, 
чем уравнения с частными производными первой степени. Тем 
не менее уравнение Гамильтона-Якоби получило в последнее 
время болыное принципиальное значение для всей теоретической 
физики. 

172. Замечание. Мы обращаем внимание читателя на тесную 
связь рассуждений предыдущего параграфа с общей теорией кано- 
нических преобразований. 

При каноническом преобразовании мы выбирали некоторую 
вспомогательную функцию У (4, О, Г) от старых координат 4, от 
новых координат О и от времен Ё и выражали старые и новые 
импульсы следующим образом (311, 164) 


Те же самые формулы мы применили и в предыдущем пара- 
графе, а именно 
__ 9$ __ 95 
44, Ро — 94. 


Таким образом функция действия $ играла у нас роль вспомо- 
гательной функции, при переходе от начальных значений канониче- 
ских переменных ру и 9, к другим каноническим переменным р 


и 9, которые определяют фазу той же материальной точки, но для 
более позднего времени. 
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Далее, из того обстоятельства, что переход от начальных значе- 
ний ро И 4 К последующим во времени их значениям ри 4 пред- 
‘ставляет собою частный случай канонического преобразования, при 
котором элементарные фазовые объемы остаются неизменными, не- 
посредственно следует, что фазовый объем ар.44 с течением 
времени тоже остается неизменным, а это и есть теорема Лиувилля. 

173. Случай, когда функция Гамильтона постоянна. Мы 
остановимся на одном часто встречающемся случае, когда функция 
Гамильтона не зависит от времени. Мы знаем (305, 161), что при 
этом условии функция Гамильтона представляет собою не что иное 
как полную энергию Е материальной точки. Если, кроме того, имеет 
место закон сохранения энергии, т. е. Е, постоянно, то задача 
упрощается. Для случая одной степени свободы имеем уравнение 
Гамильтона-Якоби: 


5.) 
Интеграл этого уравнения, при постоянном Е, будет 
$ —= — Ру -- $, (при #=0), 
откуда получаем два соотношения: 


— 95 —_% 
а 9’ 9  ^ 

Это означает, что при вычислении импульса мы можем брать 
частную производную от функции $, (вместо функции 5) по соот- 
ветствующей координате. Для этой функции $, мы имеем уравне- 
ние более простое 


3 
Е, 9) Вт 1 
94 
Подставим сюда выражение кинетической энергии 


то 1 


Г= — 9? —= —- р? — а (55) , 
2 2т 2т \\ 94 


1 /95\? 
— (-— (= Е, 
2т ») -- о 


получаем 


откуда определяем и функцию 5$ и 5: 


<. 


9 =ИЗту Е — 0, $=\И2т ИВ — И. 99. 
9 Ч 
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Далее, приняв во внимание, что 


получаем интеграл , 
Ч 
1 ы 2 ИБ — [9 


174. Пример. Переходя к частному случаю, предположим, что 
материальная точка притягивается к некоторому центру с силою, 
пропорциональною ее расстоянию от этого центра 4. Потенциаль- 
ная энергия для этого случая равна (314, 165) 


== Йа. - 0? 


и уравнение Якоби дает нам: 


Ч 
9 а (и" та? ау") 1 : 
ВВ =\— = агс п (==. а), 
ИЕ" 
. 29 
а= УЕ эт (а# — а). 

Мы получили таким образом из уравнения Гамильтона-Якоби 
те же самые формулы, которые мы уже получали и другим путем 
(314, 165), как это и следовало ожидать. Но нам важно было здесь 
показать применение этого уравнения на каком-либо уже известном 
примере. 

175. Интегрирование уравнения Якоби способом раз- 
деления переменных. Как мы уже сказали, общего способа 
интегрирования уравнения Якоби не имеется; однако в некоторых 
частных случаях это интегрирование может быть произведено путем 
расчленения уравнения на несколько независимых друг от друга 
уравнений. 

Положим, что материальная точка (или система) имеет три сте- 
пени свободы и что функция Гамильтона постоянна 


Н = Еу = соп$4. 


Уравнение Якоби для этого случая будет иметь вид: 


общ) + о) Е (о) 0 
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Если функция $ и одновременно с ней функция И представляют 
собою сумму трех функций, каждая из которых зависит только от 
одной координаты 


$= $; (4) + $.(4,) + $.(аз) 
И=и-НО, + Ци. 
В =Е.- Е. -- В», 


тогда уравнение Гамильтона-Якоби распадается на три независи- 


мых уравнения 
— и) И, =Еь 
2т \94дь 
и, следовательно, случай с тремя степенями свободы сводится к. 
трем случаям с одною степенью свободы каждый. 

Указанное здесь условие, при котором уравнение распадается, 
хотя и достаточно, но оно не необходимо. Можно указать и другие 
более общие условия, при которых возможно разделение перемен- 
ных в уравнении Гамильтона-Якоби, но мы не будем на этом оста-- 
навливаться. 


ГЛАВА Х1. 


МЕХАНИКА СИСТЕМЫ МАТЕРИАЛЬНЫХ ТОЧЕК. 


176. Система материальных точек. Очень часто бывает необ- 
‘ходимо рассматривать движение нескольких материальных точек одно- 
временно; например, когда в уравнение движения одной из точек 
входят координаты, скорости или ускорения других точек или 
когда точки взаимодействуют друг на друга некоторыми силами. 
Такая совокупность нескольких точек, рассматриваемая с механиче- 
ской точки зрения одновременно, называется системой материаль- 
ных точек. Оказывается, что некоторые законы механики одной 
материальной точки, которые мы применяли в предыдущих главах, 
могут быть без всяких изменений применены и к целой системе ма- 
териальных точек; некоторые законы, однако, требуют специальных 
добавлений или обобщений. 

Систему, состоящую из двух материальных точек, мы уже рас- 
сматривали и раньше, например, при исследовании движения пла- 
неты вокруг Солнца (90, 53), а также при изучении связанных 
колебаний (170, 93). Теперь нам предстоит значительно обобщить 
эти приемы исследования, так чтобы они были применимы к си- 
стеме, состоящей из скольких угодно материальных точек. 

Впоследствии, когда мы перейдем к механике сплошных мате- 
риальных тел, мы будем мысленно разделять эти тела на элемен- 
тарные объемы и каждый из этих элементарных объемов будем 
считать за материальную точку; таким образом механика системы 
материальных точек получит у нас применение к механике твердых, 
жидких, газообразных и упругих материальных тел. 

В механике сплошных тел число точек, составляющих систему, 
будет, очевидно, бесконечно велико. 

177. Силы внешние и силы внутренние. В большинстве 
случаев бывает удобно разделять силы, действующие на точки си- 
стемы, на две категории: силы внешние, обусловленные материаль- 
ными точками, не включенными в рассматриваемую систему, и силы 
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внутренние, действующие между точками самой системы. Внутрен- 
ние силы обладают очень важным свойством: они всегда входят в 
уравнения парами. Действительно, если какая-либо точка системы АД 
действует на другую точку В той же системы, то на основании 
третьего закона Ньютона и точка В тоже действует на А с си- 
лою равною, но противоположною. Этим свойством внутренних сил 
можно иногда воспользоваться для упрощения задачи. Так, напри- 
мер, вычисляя равнодействующую всех сил, действующих на систему 
материальных точек, мы можем силы внутренние Е’ совсем не при- 
нимать во внимание, потому что они попарно равны и противо- 
‘положны и их равнодействующая равна нулю: 


УЕ, =0. 


, 
Точно так же при вычислении момента всех сил системы мы 
тоже можем воспользоваться тем, что момент всех внутренних сил 


тоже равен нулю: 
У.Е] =0. 


178. Силы реакции. Кроме разделения сил на внешние и вну- 
тренние мы можем различать еще данные нам силы от сил реак- 
ции, которые в большинстве случаев не бывают даны непосрел- 
ственно, но которые могут быть определены на основании добавоч- 
ных условий движения системы, так называемых связей. Подобное 
разделение мы уже делали в механике одной материальной точки 
(188, 100). Однако в системе материальных точек уравнение связи 
может содержать координаты не одной, а нескольких или даже 
в:ех точек системы, например: 


(ть У» 2,» У, 2... Хо. Уь@) = 0. 

Подобное уравнение уже не имеет того простого геометриче- 
ского толкования как поверхности, по которой должна двигаться 
точка, а представляет более сложное условие, которому должны 
удовлетворять координаты точек системы. Из этого условия выте- 
кает для возможных смещений точек системы условие: 

о) Руа у. 9; 

—_ м СЛР — 
вм, Е У: 621 - ) вх, --...=0. 
Хх! { Хз 

Впрочем, как и в случае одной материальной точки, подобные 
условия, или уравнения связей (их может быть и несколько), еще 
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недостаточны для определения сил реакций (190, 102); необходимо 
кроме того знать характер этих сил. Положим, что силы реакции 
таковы, что при возможных перемещениях точек они не производят 
работы, т. е. положим, что 


К. ‚8х, -- Кубу, -- Ю,.02, -- В, 6х, {-...=0. 


Если так, то из сравнения этого уравнения с вышенаписанным 
условием связи мы видим, что проекции реакций на оси координат 
К Ку... должны быть пропорциональны соответственным частным 
производным уравнения связи по координатам; это мы можем выра- 
зить уравнениями 

—)%/ —) \ — 
Ки КА Ю ‚= 92; ’ 
причем коэфициент пропорциональности для каждой данной связи 
имеет одно определенное значение, но для различных связей вели- 
чины ^ могут быть и различны (ср. 271, 143). 

Связи могут содержать время, если условия движения, которые 
они определяют, меняются со временем. Однако под возможны.ми 
перемещениями материальной точки мы условились понимать (269, 
142) то перемещение, которое мы мысленно (не в действительности) 
представляем себе произведенным в какой-либо определенный мо- 
мент времени, т. е. при {== соп${. Поэтому и при меняющихся 
со временем связях последние два написанные нами условия остаются 
в силе для системы материальных точек. 

Кроме таких „холономных“ связей, и в системе материальных 
точек встречаются „нехолономные“ связи в виде неинтегрируемых 


уравнений (189, 101) 
У. Х вх, =0 


или неинтегрируемых соотношений между скоростями точек 


Ух, х,=0. 


Подобные связи нам встретятся при изучении движения твердых 
тел, катящихся друг по другу; но в этой части мы их рассматри- 
вать не будем. 

Как связи, так и силы реакции могут быть тоже разделены на 
внешние и внутренние; первые ограничивают свободу движений 
точек системы в пространстве вообще, тогда как вторые налагают 
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д 


условия на перемещения точек системы друг относительно друга. 
В последнем случае связи будут, очевидно, зависеть только от отно- 
сительного расположения точек системы. 

Кроме реакций, не производящих работы при перемещениях 
точек, могут встречаться и ненормальные к траекториям точек 
реакции, а также реакции, зависящие не от положения точек, а от 
их скоростей, абсолютных или относительных для рассматриваемой 
системы. К таким реакциям относятся, например, силы трения, 
всегда поглощающие часть энергии системы. 

Как решаются задачи механики системы, в которые входят те 
или иные связи, лучше всего можно уяснить себе на конкретных 
примерах. 

179. Число степеней свободы системы. Положение каждой 
материальной точки в трехмерном пространстве определяется тремя 
координатами, и свободная точка имеет поэтому три степени сво- 
боды (186, 100). Распространяя это понятие на систему, состоя- 
щую из п материальных точек, мы должны принять, что система 
из п свободных точек обладает числом степеней свободы, равным Зп. 
Если же движение системы ограничено р связями, то уравнения 
этих связей позволяют исключить из уравнений движения р коор- 
динат (271, 143); тогда число независимых координат и число 
степеней свободы системы соответственно уменьшается и делается 
равным 

Зп — р. 


Это означает, что при р связях положение всех точек системы 
определяется не Зи координатами, а только Зп — р. независимыми 
друг от друга координатами. 

Положим, например, что нам даны две материальные точки А 
и В (рис. 108); число степеней свободы этой системы будет равно 
шести. Но положим, что данные две точки связаны внутреннею 
связью так, что расстояние между ними во все время движения 
остается постоянным 

—= с0п$4. 


Такая связь может быть реализована, например, каким-либо твер- 
лым стержнем неизменной длины г, на концах которого и прикреплены 
рассматриваемые материальные точки. Докажем, что при этой связи 
наша система из двух точек обладает только пятью степенями 
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свободы. Для этого закрепим одну из точек, т. е. один конец стер- 
жня, например А, неподвижно; тем самым мы отнимаем у системы 
три степени свободы. Другой конец стержня В может при этом 
двигаться только по поверхности шара радиуса г, т. е. имеет еще 
две степени свободы (на рис. 108: хх и уу). Полное число степе- 
ней свободы двух неизменно связанных точек равно, следовательно, 


3-2=5. 


Рассмотрим систему из трех материальных точек, образующих 
неизменный треугольник (рис. 109). Три свободных точки имеют 


д 7... А 
® 
С 
®[4 2 
^ 
2 
‚Х 
у рн, 
--- =^-- , 
„_--77 В в. В 
Рис. 108. Две точки с Рис. 109. Три точки с Рис. 110. Четыре точки 
пятью степенями сво- шестью степенями сво- с шестью степенями 


боды. боды. свободы. 


девять степеней свободы; но если они связаны тремя связями, 
(тремя твердыми стержнями), то у них останется только 


3.3 —3== 6, 
шесть степеней свободы. 

Проверим это. Фиксируем сперва одну из точек (рис. 109), 
например А, т.е. отнимем от системы три степени свободы. Тогда 
вторая точка В может двигаться по шаровой поверхности радиуса: 
АВ и будет иметь на этой поверхности две степени свободы (как 
рис. 108). Закрепим теперь и вторую точку В, т. е. отнимем от 
системы еще две степени свободы; мы отняли таким образом всего 
пять степеней свободы. Но третья точка С может еще двигаться 
по кругу радиуса р с центром, лежащим на линии АВ и, следова- 
тельно, имеет одну степень своболы. Прибавляя сюда отнятые пять 
степеней свободы, получаем в итоге для трех неизменно связанных 
точек всего шесть степеней свободы. 


= Ум— 
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Докажем, что любое число И материальных точек, связанных 
друг с другом неизменными стержнями, обладает всего шестью сте- 
пенями свободы. Возьмем какие-либо три точки А, В, С (рис. 110} 
этой системы; мы знаем, что эти три точки обладают шестью сте- 
пенями свободы, и, если мы их закрепим неподвижно, то отнимем 
от всей системы щесть степеней свободы. Каждая четвертая точка 
Р прибавила бы системе еще три степени свободы, если бы она 
была вполне свободна; но если мы связываем точку Г) с точками 
А, В, С тремя неизменными стержнями, то тем самым ‚мы отни- 
маем у нее три степени свободы, а потому новая точка Л) не уве- 
личивает число степеней свободы точек А, В, С. Отсюда ясно, что 
сколько бы мы ни прибавляли новых точек Ш), связанных с точками 
А, В, С неизменно, от этого число степеней свободы системы ни- 
сколько не изменится и останется равным шести. 

Отсюда заключаем, что число степеней свободы абсолютно 
твердого тела (состоящего из бесконечно большого числа мате- 
риальных точек, неизменно связанных друг с другом) тоже равно 
шести. 

Мы можем проверить только что сказанное еще и следующим 
образом. Если в твердом теле закрепить положение каких-либо 
двух его точек А и В, т. е. отнять у системы пять степеней сво- 
боды, то твердое тело может еще свободно вращаться вокруг линии 
АВ как оси; при этом положение всего твердого тела может быть 
вполне определено одной координатой, а именно углом поворота 
его вокруг этой оси АВ. Отсюда следует, что твердое тело имеет 
всего шесть степеней свободы. 

Итак точка имеет три степени свободы, прямая неизменная 
линия — пять степеней свободы, и, наконец, сплошное твердое тело 
обладает шестью степенями свободы. Для определения положения 
точки в пространстве необходимы три координаты, для прямой 
линии необходимы пять данных (координаты одной из точек и 
два угла, составляемые этой линией с осями координат), для сплош- 
ного тела необходимо шесть координат. 

180. Масса системы материальных точек. Обозначим массу 
какой-нибудь точки { системы через т,; очевидно, масса всей си- 
стемы равна сумме масс отдельных точек ее составляющих: 


М Ут, 1—1, 2,3,..., Я. 
тиб 
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=——— — —-- — 


Так как масса представляет собою скаларную величину, то 
знак суммы означает здесь алгебраическое сложение и величина 
этой массы не может зависеть от выбора той или иной системы 
координат. 

Закон сложения масс проверен многочисленными опытами и с 
большою точностью. 

181. Центр масс. Предположим, что система материальных 
точек находится в однородном поле сил тяготения. На некоторую 
точку т, будет действовать сила 


Равнодействующая всех сил тяготения, действующих на рассма- 
триваемую систему из П материальных точек, будет равна 


Е= У.Е, = У, #=1, 2,3... п. 


Так как все силы параллельны, то геометрическое сложение 
векторов сил в данном случае превращается в алгебраическое сло- 
жение. Кроме того, общий множитель 9 можно вынести за знак 
суммы; получаем: 

Е — М6, м=Ут, 
где М означает массу всей системы. 
Выберем какую-либо точку О в пространстве (например начало 


координат) и составим момент всех действующих сил вокруг этой 
точки (35, 18) 


м— >. РД У. т 


Здесь г, означает расстояние точки { системы от выбранной нами 
точки О. Эту формулу мы можем переписать несколько иначе, 
перенеся множители 1, к соответственному г; и вынеся общий мно- 
житель 4 за знак суммы: 


м—= У [ши = [У (игр-9]. 


Прямые скобки означают векторное произведение. 

Будем искать такую точку С, т. е. такое расстояние г, этой 
точки от выбранной нами точки О, чтобы равнодействующая РЁ, 
приложенная к этой точке С, давала тот же момент сил вокруг О, 
как и совокупность всех сил Е, действующих на отдельные точки 
системы. Положим, следовательно, 


[го - Е] == [Мг,-9] =|У, (т.г) -9 | 
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Для того чтобы это равенство было удовлетворено, достаточно 
положить 


Мг, = У‘ ти, [—1,2,3,..., И. 
: 


Найденная таким образом точка С называется центром тяже- 
сти, или центром инерции, или центром масс системы. 

Нетрудно доказать, что определенный таким образом центр масс 
системы не зависит от того или иного выбора точки О, вокруг 
которой мы составляли моменты сил, а зависит только от располо- 
жения масс в самой системе. Действительно, если бы мы для вычис- 
ления моментов сил выбрали какую-либо другую точку О’, отстоя- 
щую от прежней точки О на расстояние а, го расстояние каждой 
точки т, системы от О’ было бы г‚--а, а расстояние равнодей- 
ствующей г, изменилось бы в (г, а). Равенство моментов отдельных 
сил и равнодействующей силы написалось бы так: 


[М(г.- а)- 91 ==| У, ми, + а) -9]. 
Но так как очевидно 


Ма=У` та, 


го написанное нами равенство вполне эквивалентно прежнему 


Мг, = У ту. 


Если отнести написанное векторное равенство к декартовым 
координатам, то для положения центра масс мы получим три урав- 
нения: 


Если начало коорлинаг находится в самом центре масс, тогда 
г, —=0, и 


Ут, - 0, У т,у,=0, Ут, =0. 


182. Момент инерцин системы материальных точек. Про- 
изведение из массы т точки на квадрат ее расстояния р от какой- 


22. Теоретическая физика. Ч. И. 
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либо оси ОИ пазывается моментом инерции массы вокруг оси О. 
Из рис. 111 видно, что момент инерции массы т можно предста- 
вить следующими формулами: 


Г— тр? = т. ‘г зшт а)? = т. [4. *Г]?, 
4 


где и; представляет единичный вектор, отложенный по оси ОИ. 
Положим, что ось О проходит через начало 
координат х, у, 2 и составляет с осями координат 
углы, косинусы которых равны соответственно а, В, 
р \. Эти величины можно рассматривать как проек- 
ции на оси координат единичного вектора и; а 
так как проекции вектора г на те же оси равны: 
координатам точки т, то векторное произведение 
[ц., г] будет иметь составляющие по осям (ср. 18, 8): 


и 


р. = В — у 
р›—ух са 
0 р, = @у — Вх. 


Рис. 111. Опре- Следовательно квадрат расстояния точки т до 
деление момента 


инерции. оси ОИ можно представить следующими формулами: 


рае - ра == [Ва -— тур [1х -- а2]8 [у - - Вх = 
== 7? — 2? с0$? а = х?-- у?-- 2? - (ах | Ву- 2)? = 
ное -рх-рой-ну) - 
— 28у-у2 - - 21а-гх — 2а8 -ху. 


Момент инерции системы материальных точек вокруг оси ОГ 
равен сумме моментов инерции отдельных точек вокруг той же оси: 


1= Ут? = Ут, [и * г], 


1 = Аа? 4+ ВВ? СР 208 2Е2- 2298, 
где коэфициенты при квадратах косинусов равны: 
А= У. т, (-- 22), В = У т, (22 -- ^2), 
К р 
с= >}, У. 


О_о и—__——_—_ 
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Эти величины называются моментами инерции системы вокруг 
осей Х, У, 7. Выражения, содержащие в себе произведения ко- 
ординат 


` 
= У ту, Е = У тах, Е= У. тих, у, 
: : 1 


называются произведениями инерции системы вокруг тех же осей 
координат. 

При запоминании и писании этих формул лучше всего придер- 
живаться кругового порядка букв хугх; это замечание в одинако- 
вой мере относится и к выражениям векторного произведения [и,-г| 
которое мы имели выше. | , 

Заметим, что моменты инерции системы вокруг какой-либо оси 
координат можно вычислять, составляя суммы произведений массы 
каждой точки на квадрат ее расстояния до тех плоскостей коорди- 
нат, для которых рассматриваемая 0с5 служит пересечением. На- 


А=У. ту? -- У тг. 
[ [ 


Из написанных формул ви1но, что величины моментов инерции 
А, В, С всегда положиттльны, тогда как произведения инерции 
системы ДО, Е, Р могут быть и положительны и отрицательны, 
смотря по значениям х, у, 2 для разных ›„ 
точек системы В некорых случаях, как мы 
сейчас увидим, произведения инерции мо- 
гут равняться нулю. 

183. Моменты инерции системы 
относительно параллельных осей. 
Очень важно знать, как изменится момент 
инерции системы, если мы сдвинем ось О 
параллельно самой себе на расстояние а 
Для вычисления этого изменения проведем. Рис. 112. Момент инер- 
плоскость ХУ перпендикулярно к обеим ции КОКРУ Г свраллельных 
осям О иО'. Из рис. 112 видно, что квад- 
рат расстояния точки 7 от оси изменится при этом, и- вместо 


62 = х? у? 
р: — (х — а)? - "2. 


пример 


(7) 


мы получим: 


22* 


}—_—_———ы——_— — 
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Изменение момента инерции точки т будет равно 
т (0? - - 2?) = та? -- 2атх. 


Взяв сумму подобных выражений для всех точек системы и 
обозначая через Г, и / моменты инерции системы относительно 
оси О и относительно ей параллельной оси О’, можем написать: 


в общем случае входящая здесь величина х, означает проекцию 
радиуса-вектора точки т, на направление а. Так как величина а 
для всех точек одна и та же, то ее можно ‘вынести за знак суммы: 


= -- Ма? — 2а Уотих,, 
: 


где М означает массу всей системы. 
Если первоначальная ось О проходила через центр тяжести си- 
стемы, тогда (337, 181) 
У тх, = 0, 
г 


и мы получаем зависимость момента инерции / системы матери- 
альных точек вокруг оси О’ от момента инерции Г. вокруг оси О., 
параллельной О’ и проведенной через центр тяжести системы 


[= 1, Ма?. 


Мы можем, следовательно, высказать следующее правило: момент 
инерции системы вокруг какой-либо оси ОП равен моменту инер- 
ции ее вокруг параллельной оси, проведенной через центр тяжести, 
с прибавлением произведения массы системы на квадрат расстояния 
между этими осями. Это последнее произведение можно рассматри- 
вать как момент инерции массы всей системы М, сосредоточенной 
в ее центре тяжести, вокруг оси ОШ. 

Произведение Ма? существенно положительная величина, а 
потому из всех параллельных осей та, которая проходит через 
центр тяжести, дает наименьший момент инерции. 

184. Эллипсоид инерции. Мы сейчас рассматривали измене- 
ние момента инерции системы при перенесении оси ОШ параллельно 
самой себе; теперь посмотрим, как изменится величина момента 
инерции, если ось ОШ, проходя через одну и ту же точку (начало 
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координат), меняет свое направление. Ответ на этот вопрос дает 
нам выражение (338, 182) 


=: Аа? -|- В}? -|- С]? -208{--2Еуа --22а8. 


Здесь а, В, {| означают не углы, а косинусы углов, образуемых 
осью. ОЙ с осями координат. 

Для того чтобы нагляднее представить зависимость момента 
инерции / от направления оси О, определяемого косинусами углов 
ее наклонения а, 3, ‘] к осям координат, будем проводить из на- 
чала оси ОП по различным направлениям линии и по каждому из 
этих направлений отложим от начала длину г, обратно пропорцио- 
нальную квадратному корню из соответствующего момента инерции 


Г — 


| 
УГ 
Концы всех радиусов-векторов г образуют поверхность, ура- 


внение которой мы можем получить в дДекартовых координатах, 
умножив выражение момента инерции на 2 и положив 


ГХ == Х, г} —= У, Г] — 2; 
тогда получим: 


1 = Ах? -|- Ву? —- Сг? --2)уг --- 2Егх -- 2Рху. 


Это уравнение второй степени и представляет эллипсоид, потому 
что радиус-вектор г имеет по всем направлениям конечную вели- 
чину. Центр этого эллипсоида находится в центре координат О. Этот 
эллипсоид называется эллипсоидом инерции системы материаль- 
ных точек для точки О. 

Если мы повернем оси координат так, чтобы они были напра- 
влены по главным осям эллипсоида инерции, тогда в уравнении 
эллипсоида члены с произведениями координат должны пропасть. 
Эго означает, что при таком расположении осей все произведения 
инерции системы О, Е, ГР будут равны нулю. Мы получим тогда 


= Ах? В, у? + С°. 


Те направления осей О, относительно которых произведения 
инерции равны нулю, называются главными осями инерции систе- 
мы, а величины А,, Ву, С, называются главными моментами 
инерции системы для рассматриваемой точки О 
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Если главные моменты инерции системы для рассматриваемой 
точки О известны, то момент инерции относительно любой оси, 
проходящей через эту точку, может быть выражен формулою: 


1 — Аза? -- Ву? -- С. 


Между главными моментами инерции системы и величинами по- 
луосей эллипсоида инерции получаются соотношения: 


а ИИ — С 1. 
°”  И4’ ° Ив’ ”  Иб 

Указанный только что способ наглядного изображения моментов 
инерции системы относительно осей, проходящих через какую-либо 
точку О, был предложен впервые Пуансо (Ро!1$0), а потому и 
рассмотренный нами эплипсоид называется эллипсоидом Пуансо. 

Вместо того чтобы строить 

эллипсоид, коего полуоси об- 

№ ратно пропорциональны квад- 

ратным корням из главных мо- 

ментов инерции, мы могли бы 

Я построить эллипсоиды с полу- 
осями, обратно пропорциональ- 

ными величинам моментов инер- 

ции, ипи с полуосями, прямо 

=—77 — _ пропорциональными квадратным 
корням, или первым степеням 

Рис. 113. Эллипсоиды инерции. главных моментов инерции си- 

стемы (ср. ч. Г, стр. 180, 136, 
глава о тензорах). Однако эллипсоид Пуансо получил наибольшее 
применение в механике. 

Для различных точек пространства и направление главных осей 
инерции системы материальных точек и величина главных осей 
инерции могут быть весьма различными, как это изображено, на- 
пример, на рис. 113. При рассмотрении подобных рисунков пе 
нужно забывать, что величина момента инерции системы вокруг оси, 
направленной по какому-либо радиусу-вектору эллипсоида Пуансо, 
обратно пропорциопальна квадратному корню из длины этого ра- 
диуса-вектора. Мы будем говорить подробнее об этих эллипсоидах 
инерции в механике твердого тепла, а теперь ограничимся только 
общими замечаниями для того, чтобы эти эллипсоиды приобрели 


х 


<> 
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‘ббльшую наглядность. Так, например, в центре однородного шара 
эллипсоид инерции сам будет в виде шара, потому что момент инер- 
ции шара вокруг всех осей, проведенных через его центр, один и 
тот же. Если взять тонкий цилиндрический стержень, то момент 
инерции вокруг его долевой оси будет, конечно, меньше, чем мо- 
мент инерции вокруг оси, перпендикулярной оси стержня; отсю- 
да следует, что эллипсоид инерции стержня будет иметь полу- 
оси вдоль стержня ббльшие, чем в поперечном направлении. Можно 
даже высказать общее правило, что различие в длине осей эллип- 
соида инерции по различным направлениям будет до некоторой 
степени соответствовать длине самого тела по тем же направле- 
ниям; но, конечно, подобное правило имеет только значение общей 
предварительной ориентировки и не может заменить расчета. 

Выше мы уже пришли к заключению, что момент инерции тела 
вокруг оси, проходящей через центр тяжести, всегда меньще, чем 
вокруг параллельной оси, не проходящей через этот центр. Отсюда 
‘заключаем, что в центре тяжести эллипсоид инерции будет иметь 
наибольшие размеры в сравнении с эллипсоидами инерции для 
других точек той же системы. Это обстоятельство изображено схе- 
матически на рис. 113. 

Если расположение масс в системе не изменяется с течением 
времени, то и эллипсоиды инерции остаются неизменными, но если 
это расположение меняется, например если точки т,, образую- 
щие систему, находятся в движении друг относительно друга, то, 
понятно, и эллипсоиды инерции и главные моменты инерции для 
различных точек будут тоже с течением времени изменять свою 
величину и свое направление. 

185. Радиус инерции. Очень часто, в особенности в технике, 
наряду с моментом инерции / вокруг осей, проходящих через центр 
инерции, вводится величина так называемого радиуса инерции А 
тела вокруг рассматриваемой оси. Соотношение между обеими эти- 
ми величинами следующее 


Г. = МА?, 


где М означает массу всего тела. Если мы применим это в той 
формуле, которую мы получили для моментов инерции вокруг па- 
‘раллельных осей, то получим: 


[= М(- а”). 


——————_о _ д Ш — 
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Нетрудно найти соотношение между радиусом инерции и радиу- 
сом-вектором эллипсоида инерции Пуансо: 


186. Импульс системы точек. Обозначим через т, и 9, 
массу и скорость некоторой 1{-той точки системы; количество дви- 
жения, или импульс, этой точки будет вектор 


р, — ти, —=тлу, 


направление которого совпадает .с направнением вектора скорости у; 


ТОЧКИ. 
Импульсом системы материальных точек называется геометриче- 


ская сумма импульсов всех ее точек: 
Руини, оЬь и 


Если мы вспомним векторное уравнение, определяющее положе- 
ние центра масс системы (337, 181) 


Мг, —— У оти, 
{ 


и возьмем от него производную ПО времени, ТО получим: 
Мг, = У. тг, == У) р, — Р. 
[2 | 


А это означает, что импульс системы точек равен массе всей 
системы, умноженной на скорость центра инерции системы. 

187. Момент импульса системы точек. Пусть р означает 
импульс какой-либо точки системы и Г ее расстояние от начала 
координат О; тогда векторное произведение 


К — [г.р] 


называется моментом импульса этой точки вокруг начала. Это 
есть вектор, величина которого равна произведению импульса на 
радиус-вектор и на синус угла между ними и направление которого 
перпендикулярно и к вектору г и к вектору р по правилу правого. 
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винта. Геометрическая сумма подобных векторов, составленная для 
всех точек системы 


К >. ,- РИ, 1—1, 2, 3, ...,м, 


называется моментом импульга системы относительно точки О. 

Если та точка О’, вокруг которой мы вычисляем импульс, не 
находится в начале координат, а отстоит от начала на расстоя- 
ние го, тогда, очевидно, момент импульса системы вокруг точки О 
будет равен 


Ю = У. @, — го) в == Ур — У о р. 


Первый член этой суммы представляет собой момент импульса 
системы вокруг начала координат К; а во втором члене величи- 
на Гу для всех точек одна и та же, а потому мы можем ее вынести 
за знак суммы и написать: 


К’ —=К — [№ .Р], 


где Р означает импульс системы. 

Бывают случаи, когда точка С’, относительно которой вычис- 
ляется момент импульса, сама находится в движении. Для таких 
случаев полезно ввести относительные координаты Г’ и относитель- 
ные скорости \’ точек системы относительно этой точки; очевидно 


Г --Р, У —У — №. 


Тогда момент импульса выразится так: 
К = У [#- (им -Е тм, == У [+ имо} + У [№ + тм]. 
[2 [ [2 


В первом член справа мы можем одинаковую для всех точек 
системы скорость \, вынести за знак суммы 


К = [не] -- У [гм]. 


Если точка О’, относительно которой мы составляем момент 
импульса, совпадает с центром масс системы, то первый множитель 
первого члена этой суммы равен нулю, и мы имеем: 


К’ — У. [г.р]. 
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Это означает, что момент абсолютного импульса системы (где 
приняты во внимание абсолютные скорости точек) вокруг центра 
тяжести равен моменту относительного импульса системы вокруг 
центра тяжести. 

188. Момент импульса при вращении. Для примера рас- 
смотрим систему точек, которые, сохраняя взаимные расстояния не- 
изменными, вращаются с постоянною угловою скоростью и вокруг 
оси 2. В таком случае координаты этих точек могут быть выра- 


жены формулами: 
Хх} == Г, 60$ И, У == Г, т и. 


Для момента количества движения вокруг оси 1 имеем: 


к, = Уи РД: = У (ту, — итх) = У, тп. —= /и. 


|] 


Таким образом в рассматриваемом случае момент количества 
‚движения выражается очень просто; он равен произведению момента 
инерции системы вокруг оси вращения на угловую скорость вращения. 

189. Изменение импульса системы со временем. Выве- 
денные нами формулы дают определенную величину импульса си- 
‚стемы и момента этого импульса для каждого определенного мо- 
мента времени; но с течением времени и скорости точек и их 
расстояния от начала О могут изменяться, и для различных момен- 
тов времени величины Ри К тоже могут быть разные. Нас будет 
интересовать быстрота изменения этих величин. 

Для импульса системы эта быстрота изменения определяется 
очень просто 


ЧУ У иди, 


Для вычисления быстроты изменения импульса системы доста- 
точно знать ее массу и ускорение центра масс; наша формула имеет 
тот же вид, как и для одной материальной точки массы М, движу- 
зцейся с ускорением у... Центр масс играет здесь роль материаль- 
ной точки. 

190. Изменение момента импульса со временем. Напи- 
шем выражение для момента импульса системы вокруг какой-либо 
точки, не находящейся в начале координат, 


К = [(г, — го) ру, 
{ 
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и возьмем от него производную по времени 
а ° ® ® ® 
шК=К— >. [(г, — г). р] -- У, [(г, ___ го) > Р/. 
р ; 


Стоящее в правой части векторное произведение 


равно нулю, потому что оба множителя одного направления. В остав- 


шемся произведении множитель Го можно вынести за знак суммы и 
написать. 


К—= У [@,— > — № -Р]. 


Второй член здесь может равняться нулю, во-первых, когда вектор 


го —=0, т. е. когда та точка, относительно которой мы вычисляем мо- 


мент импульса, сама неподвижна; во-вторых, когда вектор г, парал- 
лелен вектору Р. Этот последний случай мы получаем, если точка О 
совпадает с центром тяжести системы (344, 186). Для указанных 
случаев изменение момента импульса со временем выражается фор- 
мулою 


К— У. — ор. 


191. Кинетическая энергия системы, Кинетическая энергия 
сйстемы материальных точек равна сумме кинетических энергий 
всех точек, составляющих систему: 


тут. 
7 


Эго суммирование алгебраическое, потому что все слагаемые 
суть скалары. Кроме того эта сумма существенно положительна. 

Обозначим скорость центра инерции системы через \,, а отно- 
сительную скорость точек по отношению к центру инерции че- 


рез \,„,. Тогда . 
ы — у. -- У 


и кинетическая энергия системы выразится так: 


1 1 
Т= 5 у тие >. у, т.ч. у то. 
{ { { 
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Но для ценгра инерции последняя сумма равна нулю, и, сле- 
довательно, 


1 1 
Т=- М5 у, три? = Г,-НТ,. 


Таким образом кинетическую энергию системы материальных. 
точек можно считать составленной из кинетической энергии всей 
массы системы, движущейся со скоростью движения центра масс, и 
из кинетичзской энергии точек системы относительно этого центра, 
принимаемого неподвижным (теорема Кёнига). 

192. Кинетическая энергия при вращении. Если все точки 
системы, сохраняя свои взаимные рассгояния неизменными, вращают- 
ся вокруг неподвижной оси, то мы можем выразить относительные 
скорости через обшую угловую скорость вращения ы (17, 8) 


У— [4 .г}; 


тогда кинетическая энергия системы будет равна 
Т—=-. т [Мег 72 
=. у) { й 7] о ° 
1 


Таким образом кинетическая энергия неизменяемой системы при 
вращении равна половине произведения из момента инерции си- 
стемы вокруг этой оси вращения на квадрат угловой скорости. 

Сравнивая это выражение с выражением для момента импульса К 
(346, 188) при вращении неизменной системы, можем написать: 


Г=- (К+и). 


193. Уравнение Ньютона для системы точек. Положим, 
что рассматриваемая система состоит из п материальных точек. 
Основной закон Ньютона дает нам для этой системы м векторных 
(или Зп скаларных) уравнений движения 

Ч 
=,» 


® 
где Р, означает равнодействующшую всех сил (внешних и внутрен- 
них), действующих на Г-тую точку. 
Если мы сложим все эти уравнения, то получим: 


а 
у УЕЬ 


- - — - .- - -— - -- „о — —_——_ 
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Но так как (334, 186) 
Уи=Р, = Мм,, 
р 
где /М масса всей системы, а \, скорость ее центра инерции, то 


Р —= Му, = Е, 


где Е геометрическая сумма (равнодействующая) всех сил Е... 

Это означает, что центр инерции системы движется так, как 
будто в нем была сосредоточена вся масса системы и как будто 
к нему были приложены все силы, действующие на точки этой 
системы. 


Заметим, что ускорение центра инерции у, могут произвести 
только внешние силы, потому что равнодействующая всех внутрен- 
них сил равна нулю (331, 177). Если никакие внешние силы на сис- 
тему не действуют, то 


Р, — Мм, = 0, Р. = МУ. = с0оп$%, 


и центр масс системы будет двигаться равномерно и прямоли- 
нейно, или он будет оставаться в покое (по первому закону Нью- 
гона), в то время как отдельные точки системы под действием вну- 
тренних сил могут иметь самые разнообразные движения. 

Таким образом мы видим, что центр инерции системы, несмотря 
на то, что в нем очень часто не помещается никакой материи, тем 
не менее ведет себя как настоящая материальная точка, в которой 
сосредоточена вся масса системы. 

194. Примеры. Следствия из только что доказанной теоремы 
о движении центра инерции настолько хорошо известны из элемен- 
тарных курсов, что мы ограничимся простым перечислением неко- 
торых из них. 

Одними внутренними силами нельзя привести в движение центр 
инерции системы. Человек не может поднять себя за волосы; однако 
он может подпрыгнуть оттолкнувшись от поверхности Земли. Реак- 
ция поверхности Земли при таком отталкивании и служит той внеш- 
ней силой, которая позволяет человеку подпрыгнуть, т. е. отделиться 
от Земли. Но мы можем земной шар и прыгающего человека рас- 
сматривать как одну систему; и тогда давление ног человека на 
поверхность Земли и реакция эгой поверхности будут представлять 
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собою пару внутренних сил системы, равных друг другу и взаимно 
противоположных. Под действием этих двух сил и Земля и человек 
получают равные и противоположные импульсы 


Му, -Е ту, == 0, 


а движение центра масс системы (Земля - человек) от этого ки- 
сколько не изменяется. В рассматриваемом примере масса одного 
из тел системы, а именно Земли, в 102? раз больше массы другого 
тела, а потому и скорость, сообщаемая человеком Земле, ничтожна. 
Сохраняя полученные импульсы, человек и Земля продолжают неко- 
торое время удаляться друг от друга, но с замгдлением движения 
вследствие влияния их взаимного тяготения. Затем наступает мо- 
мент, когда их скорости одновременно делаются равными нулю, 
после чего начинается обратное движение, т.е. их падение друг 
на друга. 

Другой хорошо знакомый пример представляет собою движе- 
ние ядра и пушки при выстреле; оба тела движутся в противо- 
положные стороны с одикаковыми импульсами. Если брошенный 
в воздух снаряд (шрапнель, ракета) разрывается при полете на ча- 
сти, то эти части будут описывать весьма различные траектории, 
во все стороны от точки разрыва, между тем как центр тяжести 
всей системы будет продолжать двигаться дальше, как будто ника- 
кого взрыва не было. Впрочем здесь необходимо сделать оговорку: 
после взрыва снаряда трение системы о воздух будет значительно 
отличаться от трения цельного снаряда, а потому и дальнейшая 
траектория разорванного снаряда тоже будет иная. Внезапное изме- 
нгние трения системы о воздух при разрыве и представляет собой 
ту добавочную внешнюю силу, которая служит причиною изменения 
траектории движения центра инерции системы. | 

195. Уравнение моментов. Умножим уравнение движения ка- 
ждой точки системы 


р, = Е, 


векториально на радиус-вектор г’, проведенный из какой-либо точ- 
ки О’ пространства в рассматриваемую материальную точку, и сло- 
жим все уравнения вместе 


Уи -рИ== Уи РИ. 
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Тогда справа у нас получится момент всех сил, действующих на 
систему. Так как момент внутренних сил равен нулю, то остается 
только принять во внимание момент внешних сил М, вокруг точки О". 

Левую часть этого уравнения мы можем выразить через произ- 
водную момента импульса (347, 190). Если мы выразим расстояния 
г, ДО ТОЙ ТОЧКИ О', вокруг которой мы составляем момент им- 


пульса, через расстояние ее г, до начала координат О и через 
расстояния точек системы до начала координат, то получим 


| _ 


и можем на основании уравнения, полученного нами в 5 190, на- 
писать: 


к—= У ем — в -Р1, 


откуда получаем, что 
У Ке—юо) ° р] — У |" у р,] — К —- | . Р] — М. 


В результате этих подстановок мы можем переписать наше: 
уравнение моментов таким образом: 


К—М— №-Р]. 


Если точка, вокруг которой мы берем моменты, совпадает с цен- 
тром инерции системы, то это уравнение упрощается, потому что 
последний член равен нулю (347, 190), и мы можем написать: 


К—М. 


Когда внешние силы не образуют момента вокруг центра тяже- 
сти, потому ли, что они сами равны нулю, или потому, что они все 
проходят через центр тяжести, тогда 


К = 0, К = соп$ё, 


и результирующий момент количества движения системы не изме- 
няется со временем ни по величине ни по направлению. 

Плоскость, перпендикулярная к неизменному моменту импульса, 
тоже будет сохранять свое направление в пространстве; она назы- 
вается поэтому неизменная плоскость Неизменная плоскость нашей 
плапетной системы называется плоскостью Лапласа, который первый. 
обратил на нее внимание. 
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195. Примеры. Выводы предыдущего параграфа можно иллю- 
стрировать на целом ряде примеров. Так, если какое-либо твердое 
тело брошено без вращения, то оно будет продолжать двигаться 
тоже без вращения. Если же при начале движения телу сообщено 
вращательное движение, то при дальнейшем полете вращательное 
движение сохраняется и притом так, что момент импульса остается 
постоянным. 

Известный под названием „зао тойа!е“ прыжок происходит 
‚обыкновенно следующим образом. Отталкиваясь от трамплина, пры- 
гающий сообщает своему телу некоторый импульс. Этот импульс со- 

храняется при дальней- 

о _. шем движении; однако 

‚” № вследствие влияния си- 

й `. лы тяготения центр тя- 

жести тела описывает, 

параболу (рис. 114). Но 

начальный импульс со- 

общается внецентрен- 

но так, чтобы сила от- 

талкивания образовала 

некоторый момент во- 

круг центра тяжести 

и сообщила телу неко?зрый момент импульса, который, как мы 
знаем (346, 188), равен 


Рис. 114. Сальто морталс. 


К — [ц. 


Вначале угловая скорость вращения и обыкновенно едва за- 
метна, но при дальнейшем движении прыгающий свертывается клуб- 
ком (рис. 114), уменьшая тем свой момент инерции Г. Так как 
момент импульса остается постоянным (сила тяжести вокруг центра 
тяжести не образует никакого момента), то при уменьшении мо- 
мента инерции угловая скорость и должна увеличиться, и это дает 
возможность прыгающему совершить во время полета полный обо- 
рот и упасть на ноги. 

Изменение угловой скорости вращения при изменении момента 
инерции иногда демонстрируется на приборе, состоящем из свободно 
вращающейся вокруг вертикальной оси платформе РР, (рис. 115, а); 
для уменьшения трения ось платформы устраивается на шариковых под- 
игипниках. Если встать на эту платформу и сообщить себе небольшую 
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угловую скорость, оттолкнувшись (внецентренно) от какого-либо внеш- 
него предмета, то эта скорость остается постоянной; но если вытянуть 
руки вперед, то скорость вращения тотчас же уменьшается, а при 
опускании рук вдоль тела или при сгибании рук скорость опять 
увеличивается. Еще большее различие между скоростями вращения 
мы получим, если будем держать в руках гири (рис. 115, а); тогда 
изменения момента инерции, в зависимости от расстояния гирь от 
оси вращения, будут больше. 

Если взять в руки велосипедное колесо с тяжелым ободом и 
держать его над собою как зонтик и попросить другое лицо при- 


« 
) 


й 


$ 
К 
< 


а 
, А 
2 —— —- —- —Д 
0 В 
Рис. 115‚а. Вращающаяся плат- Рис. 115,5. Схема движения при опы- 
форма. тс на вращающейся платформе. 


вести это колесо во вращение вокруг вертикальной оси, то враще- 
ние колеса не будет иметь никакого влияния на положение держа- 
щего; но если держащий колесо приведет его во вращение своими 
руками, то он сам начнет медленно поворачиваться в противопо- 
ложную сторону. В последнем случае движение будет произведено 
внутренними силами системы, которые всегда попарно равны и 
противоположны; внутренние силы могут образовать и момепты, но 
всегда образуются одновременно два момента равных и противопо- 
ложных. Когда стоящий на платформе сообщает момент импульса 
колесу, то одновременно с этим он сам получает момент импуль- 
са в противоположную сторону. Мы можем рассматривать всю си- 
стему как состояшую из двух частей, взаимодействующих друг 
с лругом; обозначим моменты инерции этих частей через Л и /,, 


23. Теоретическая физика. Ч. И. 
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® 
а сообщенные угловые скорости через и, и и,, тогда отсутствие 
моментов внешних сил дает уравнение 


Ги: -- Ги. =0. 


Получившиеся угловые скорости будут обратно пропорциональ- 
ны моментам инерции обеих частей системы. 

Если установить на Земле вращающееся вокруг вертикальной 
оси тело с возможно большим моментом инерции, то Земля полу- 
чит вращение в противоположную сторону. Таким образом можно 
было бы изменить скорость вращения Земли вокруг ее оси и изме- 
нить продолжительность суток. Препятствием реализации этого про- 
екта служит громадный момент инерции Земли. 

197. Поворот системы под действием внутренних сил. 
Мы пришли к заключению, что при отсутствии моментов внешних 
сил общий момент импульса системы остается неизменным, и если 
система не имела никакого первоначального момента импульса, то 
она и не может привести себя во вращение одними внутренними 
силами. Этому выводу, повидимому, противоречат некоторые наблю- 
дения. Так, например, кошка при падении большею частью успеваег 
повернуться, чтобы упасть на ноги, а не на спину и не на бок. 
Для выяснения этого кажущегося противоречия лучше всего обра- 
титься к конкретному зримеру, который мы рассматривали в пре- 
дыдущем параграфе. 

Станем на платформу РР’ (рис. 115,а) и, не приводя ее во вра- 
щение, вытянем руку с гирей радиально, т. е. перпендикулярно к оси 
вращения. Подобное движение не может привести платформу во 
вращение, потому что при этом моменты внутренних сил вокруг 
оси врашения равны нулю. Но если мы будем передвигать руку 
с тирей вправо и влево, то наше тело с платформой будут не- 
много поворачиваться в противоположные стороны. Если же мы 
опишем гирей замкнутую кривую (абсаа) (рис. 115,6) и приведем 
гирю в то же самое положение относительно тела и платформы, 
что и в начале, то заметим, что мы вместе с платформой повер- 
нулись на некоторый угол относительно окружающих предметов. 
Таким образом мы произвели опыт, аналогичный с падающей кои!- 
кой, но в более удобной форме. 

Для теоретического подсчета этого явления обозначим момент 
ннерции гири через #217?, где г— ее расстояние от оси вращения, а 
момент инерции остальной части системы - тела экспериментатора 


и платформы — обозначим через /. Соответственные угловые ско- 
рости обозначим а и 8. 

Во время движения гири по аб (рис. 115,5) никаких поворотов 
не происходит. При движении гири по 6с остальная часть системы 
поворачивается в противоположную сторону и притом так, что 


сумма моментов импульсов обеих частей системы вместе равна 
нулю 


тта + 8 =0. 


Интегрируя это уравнение по времени, при постоянных тг ? 
[, получаем для углов поворота обеих частей системы соотно- 
шение 


тт?а —- 3, =0. 


Следовательно, передвигая руку с гирей влево (6с), человек 
с платформой повертывается вправо на угол 


2 
т’ 


в =- Я. 


Нри радиальном движении гири по с4 опять никакого поворота 
системы не происходит; зато при движении по гири по @4а, осталь- 
ная часть системы поворачивается в противоположном направлении 
на угол (расчет, как и выше) 


В результате гиря описала замкнутый контур (абсаа) и пришла 

в исходную точку, а вся система повернулась на угол 
В=8: — = (и - го) а. 

Если гиря будет описывать площадь (абсаа) несколько раз, то 
угол поворота всей системы В будет все больше и больше. 

Обращаем внимание читателя на то обстоятельство, что выше- 
описанным путем достигается поворот системы на некоторый угол, 
но результирующая угловая скорость тем не менее остается равной 
нулю; как только останавливается движение гири, в тот же момент 
прекращается движение и остальной части системы. 

Рассмотренный нами сейчас случай не отличается принципиально 
ог опыта с вращающимся велосипедным колесом иредыдущего па- 
23. 
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раграфа. Если мы приведем колесо во вращение и через некоторое 
время сами же остановим его, то вращение платформы тоже осга- 
новится; но она уже будег иначе ориентирована относительно 
внешних предметов. При этом нет необходимости, чтобы ось вра- 
щения колеса совпадала с осью вращения платформы; лучше всего, 
если обе оси параллельны. При наклонении осей дэуг относительно 
друга явление будет менее резко выражено, и угол поворота за из- 
вестный промежуток времени будет меньше; а если обе оси пер- 
пендикулярны друг другу, то никакого поворота не произойдет. 
198. Уравнение энергии системы. Умножим теперь уравне- 
ния Дважения каждой точки сисгемы скаларно на скорость точки 


(у тм) = (м, Е), 2—1, 2,3,...,П 


и сложим все уравнения вместе. Тогда получим Для системы: 


Убит, = Ув, т ут». 


{ 


Легко видеть, что слева мы получили выражение производной 
от кинетической энергии системы по времени, а справа мы имеем 
эффект всех сил, действующих на точки системы. В этом случае 
внутренние силы не исключаются из уравнения; хотя внутренние 
силы попарно равны и противоположны и их равнодействующая 
равна нулю, тем не менее они могут производить работу, когда 
точки или приближаются друг к другу или удаляются друг от 
друга, вообще когда конфигурация системы изменяется. 

Если все силы имеют потенциал, то работа сил будет происхо- 
дигь за счет потенциальной энергии системы 0, и тогда эффект 


сит будет равен отрицательно взятой производной от потенциала 
по времени 


и для рассматриваемой системы материальных точек будем иметь 
силу закон сохранения энергии 


0, Г-- Ч==Е == соп$4. 


Иногда, например в термодинамике, различают внутреннюю энер- 
гию Е„, системы от наружной ее инергии Ё,.; тогла закон сохра- 
нения энергии напишется так: 


Е„ Е „.= Е = с0п$. 


Если сисгема вполне (или почти, т.е. с достаточной степенью 
точности) изолирована от внешних воздействий, то ее внутренняя 
энергия Ё№,, остается постоянной. В термодинамике процессы, при 
которых внутренняя энергия системы остается постоянной, назы- 
ваюгся адиабатическими. 

Закон сохранения энергии системы был высказываем учеными 
еще в древние времена, но в количественной форме он был впер- 
вые установлен Робертом Майером (1. Ю. Мауег, 1842) для тепло- 
вой энергии, Джоулем (Г.Р. юше, 1842) для электрической энер- 
гии, а во всех подробностях для случаев самых разнообразных 
преврашений энергии он был развит Германом Гельмгольтцем 
(Н. у. Нейтпо{, 1847). 

Примеры применения закона сохранения энергии имеются в до- 
статочном количестве в учебниках физики, и мы можем здесь 
ограничиться одним примером, касающимся & 196. 

199. Пример превращения внутренней энергии во внеш- 
нюю. Рассмотрим опыты с вращающеюся плагформою (353, 196) 
с точки зрения закона сохранения энергии. 

Мы видели, что при отсутствии моментов внешних сил момент 
импульса системы остается постоянным; поэтому если момент инерции 
системы изменяется действием внутренних сил, то и угловая ско- 
рость вращения системы тоже изменяется по уравнению: 


и — Ги. =-= ©0П$. 


С другой стороны, мы зпаем (348, 192), что эпергия вращения 
выражается формулами: 
Г = (ии ТЕ (Ки) м,. 
1 то И “Е, 2 о © 2(27 М 
Если произведение /ш остаегся постоянным, то при изменении 
угловой скорости вращения м произведение /и? уже не может оста- 
ваться постоянным. Очевидно, когла момент инерции уменьшается 
и одновременно с этим угловая скорость системы увеличивается, 
го и эпергия вращения тоже увеличивается. Спрашивается: откула 
же появилась эта энергия? Докажем, что эта энергия была произ- 
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ведена работою внутренних сил при лвижении против сил центро- 
бежных. 

Изменение энергии вращения за некоторый небольшой проме- 
жуток времени 4 можно выразить уравнением: 


1 1 
аГг=а (5 пи) ==— и. @/-- [и.аи. 
5 5 -- 
Но на основании постоянства‘ момента: импульса системы мы 


имеем. 
4 (1) = и-41-- [.4и =0, аи == — п 4, 


и, следовательно, 


АТ= — 5. и2. Г. 


Положим, что изменение момента инерции / произошло оттого, 
что изменилось расстояние г гири т от оси вращения; тогда 


41 = а (тт) —= 2т!г. г, 


АТ — — тги?. аг. 


С другой стороны, центробежная сила, действующая на массу т 
во время вращения, равна 
Е == ти”, 


и работа внутренних сил против этой силы на пути — 4/ равна 
- тии. г -=аТ. 


Мы видим, что действительно увеличение энергии вращения 
произошло вследствие работы внутренних сил. При вытягивании 
руки момент инерции увеличивается, изменение 4г происходит в 
противоположную сторону, и энергия вращения уменьшается вме- 
сте с уменьшением скорости вращения. 

Можно демонстрировать это явление следующим образом. К окру- 
жности РР’ платформы (рис. 115,а) прикрепляется шнурок, сво- 
бодный конец которого перекинут через блоки А и В (рис. 116) и 
оттянут грузом О. Сперва поворачивают платформу, наматывая шну- 
рок на ее обод; при этом груз © поднимается на некоторую высс- 
ту Ё. Затем предоставляют всю систему действию силы ©. Плат- 
форма начнет вращаться, а когда весь шнурок размотается, то 
платформа вместе со стоящим на ней человеком приобретет кине- 


_ о д_— —_—_—_ до — 


к и Е — — —_ — = и ——_д—од— дд —_—д_— 
= = - - — — 
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тическую энергию, которая будет равна работе груза О во время 
паления с высоты Й: 


Г = 5 = ОЙ. 


Конец шнурка прикреплен к ободу платформы; поэтому, когда 
груз О достигнет своей низшей точки и платформа по инерции 
будет продолжать вращаться, то шнурок начнет снова наматываться 
вокруг обода, но в противоположном направлении; при этом он 
будет подымать груз @ кверху. Если не произойдет никаких изме- 
нений в системе, то груз подымется при- 
близительно на ту же высоту, с которой 
он упал. Здесь мы имеем пример превра- 
щения потенциальной энергии в кинетиче- 
скую и обратно. За незначительными поте- 
рями на трение обе энергин одинаковы. 

Нечто иное мы получим, если, во вре- 
мя самого сильного вращения платформы, 
человек, стоящий на ней, сразу согнет 
руку с гирей и приблизит таким образом 
массу гири к оси вращения. Тогда, во- 
первых, скорость вращения увеличится 
вследствие уменьшения момента инерции, рис. 116. Превращение 
но, кроме того, энергия вращения тоже энергии при опыте на 

вращающейся платформе, 
увеличится; человек, притягивая к себе изображенной нарис.115,а. 
гирю, произвел работу против центробеж- 
ной силы. Поэтому когда размотавшийся шнурок снова будет на- 
матываться на обод платформы, то он поднимет груз на высоту Йу, 
большую чем Й. 

Здесь мы имеем пример превращения работы внутренних сил 
во внешнюю энергию, а именно в потенциальную энергию подня- 
лия груза на высоту (й, Й). 

200. Основные уравнения механики системы. В заклю- 
чение этой главы мы сопоставим вместе главнейшие уравнения ме- 
ханики системы материальных точек, которыми нам придется поль- 
зоваться в дальнейшем. 

Во-первых, уравнение движения центра масс системы (349, 193) 


Р== Му, == Е. 
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Затем уравнение моментов (351, 195) 
К—М-- [№ .Р), 
которое для моментов вокруг центра инерции упрощается в 
® 
К = М, 


и наконец уравнение энергии системы (356, 198) 


Ат 
о у. (Е, ® У,). 


Для сил, имеющих потенциал, получаем закон сохранения 
энергии 


Г--И==Е == соп$'. 


ГЛАВА ХИ. 


ОБОБЩЕННЫЕ ПРИНЦИПЫ МЕХАНИКИ. 


201. Переход от механики Одной материальной точки 
к механике системы. Когда приходится изучать законы движе- 
ния системы из п материальных точек, положение которых опреде- 
ляется Зи координатами 


^1, Ут, 21, ^., у., о, ...у Хи У» 2, 


то иногда бывает удобно рассматривать эти величины как координаты 
одной материальной точки Р в Зп-мерном пространстве. В таком 
случае переход от механики одной точки к механике системы точек 
может быть сделан формально совершенно так же, как переход от 
механики точки с одною степеныо свободы к мехапике точки с 
двумя или тремя степенями свободы. Встречавшиеся в на- 
ших уравнениях суммы по трем координатам мы должны теперь 
распространить на все Зи координат системы. 

Это замечание позволяет нам в дальнейшем приводить обобщен- 
ные уравнения механики системы без особых доказательств, 
ссылаясь на те вычисления, которые мы уже производили при изло- 
жении тех же прииципов в применении к одной материальной точке. 

Приняв это замечание во внимание, мы можем координату 
точки Р в 3Зп-мерном пространстве, представляющую систему точек, 
обозначить буквою х со значками х., х,, Хх, ит. д., не делая 
различия между координатами х, у, 2. 

Вектором 8$ мы будем обозначать результирующее смещение 
точки Р в Зя-мерном пространстве, а проекции его на оси ко- 
ордипат будут: 


“ “ \ 
Вх, 9х, бр... 5Х,. 


При движении системы точек в трех-мерном действительпом 
просгранстве точка Р будет описывать в Зя-мерном просгран- 
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дд к. 


стве некоторую линию, которую можно назвать траекторией 
системы. 

Для системы, состоящей из вполне свободных материальных то- 
чек, возможные перемещения независимы друг от друга и могут 
быть выбраны произвольно. Но если система не вполне свободна, 
то некоторые из этих координат х, а может быть и все х, мо- 
гут быть связаны условием в виде: 


Л(Хь Хх ..., Хи) ==0. 


Тогда и проекции вектора 8$ тоже не будут независимы друг 
от друга, а должны будут удовлетворять уравнениям: 
9/ 


3 
<— 0х, — 0. 
9х; 1 
" 


Если мы будем толковать данную связь как уравнение поверхности 
В Зи-мерном пространстве, тогда частные производные по коор- 
динатам будут пропорциональны косинусам углов, образуемых нор- 
малью к этой поверхности в какой-либо ее точке с осями коор- 


динат. Обозначая единичный вектор (в Зп-мерном пространстве) по 
нормали через М, “можно написать: 


у 
9х — № 
у. 


А 6 
дх; 


1 


х, = (№М.0$) = 0. 


Скаларное произведение (№.3$) вычисляется, как в трехмерном 
пространстве. 

Число наложенных на систему связей, или число уравнений, 
ограничивающих движение точек системы, может быть и больше 
одного, и для каждой из этих связей коэфициент ) может быть 
различный. Если число связей равно р, то из р уравнений мы мо- 
жем определить р каких-либо величин бл, как функции осталь- 
ных смещений, и тогда положение точки Р в Злп-мерном про- 
странстве будет определяться уже не Зи координатами, а только 
числом (Зи--р) независимых координат: число степеней свободы 
точки Р, а следовательно, и рассматриваемой системы точек будет 
{3я р). Если Зп == р, то, очевидно, все точки системы 'закреп- 
лены, и система вообще двигаться не может. 


= = — = —_—_—_ж_„_— 
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Если уравнения связи содержат время, то для действительных 
перемещений точек мы имеем условие: 


3 з 
а = ах, + У 0. 


Тем не менее для возможных перемещений остается в силе прежнее 
условие 


ведь по самому смыслу термина возможных перемещений (269, 
142) они совершаются голько мысленно, принимая Ё по- 
<тоянным. 

Если связи таковы, что их реакции при движениях точки, удо- 
влетворяющих уравнению возможных перемещений, не производят 
работы, то 


(В. 0$) =0;;. 


следовательно, направления В и № совпадают, и мы можем рассма- 
тривать это как условие перпендикулярности вектора В к поверх- 
ности }—0 в Зи-мерном пространстве. 

При трении это уравнение уже не будет соблюдено. 

Все эти замечания аналогичны тому, что мы говорили раньше 
(269, 142). 

202. Принцип Даламбера и возможных перемещений 
системы. На основании приведенных выше соображений мы мо- 
жем прямо написать формулу, выражающую принцип Даламбера 
и принцип возможных перемещений для системы п материальных 
точек (ср. 275, 145): 


У (,— Е) 88,=0, 1—1], 2,3, ..., ЗП. 


Если свобода движения системы ограничена связями 


—=1, 2,3, ..., р, 


ЛЬ =, оз... и, 


то возможные перемещения Должны удовлетворять условиям: 


9!, 
у Эх, 3х, — 0. 
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Таких условий мы будем иметь столько же, сколько дано свя- 
зей, т. е. р. Умножая каждое из подобных уравнений на некоторый. 
множитель (Лагранжа) }, и прибавляя эти произведения к уравне- 
нию Даламбера, получаем: 


а 
Ув ю8=0, вуз 
1 | 


Таким образом вместо неизвестных величин сил реакций В мы 
ввели столько же неизвестных коэфициентов \,. Зато теперь все 
возможные перемещения дх, стали независимы друг от друга, и 
уравнение наше распадается на Зп отдельных уравнений движения 
магериальных точек системы: 


.. . ду 
т‚х. = РЕ, К, — в У. ых 
С 


Не нужно думагь, что в каждое из полученных таким образом 
уравнений будет входить только одна проекция ускорения одной 
какой-либо точки. Дело в том, что в последнем члене правой части 
этих уравнений, обусловленном связями, могут встречаться и уско- 

р рения, и скорости, и координаты по всем Зи осям. 
Подобные случаи мы уже встречали и в механике 
одной точки (171, 93). 

Иногда полученные нами уравнения называюгся 
уравнениями Лагранжа первого рода. Перед тем 
как перейти к уравнениям Лагранжа второго ро- 
да мы применим принцип Даламбера и принцип 
возможных перемещений к одному простому слу- 
чаю системы, ‹ состоящей из двух материальных 
точек, связапных внутреннею связью. 

203. Пример машины Атвуда. Прибор, на 
котором обыкновенно демонстрируются на лекциях 

опытной физики законы движения тел при ностоян- 

| ном ускорении, может служить очень поучительным 

примером применения принципа Даламбера и урав- 

Рис. 117. Схе- нений Лагранжа первого рода, о которых мы го- 
ма машины Ат- 

ву да. ворили в предыдущем параграфе. Две массы т. 

и 1, (рис. 117) прикреплены на концах гибкой 

нити, которая пнерекинута через блок В, свободно вращающийся 

вокруг неподвижной оси О. При дальнейших расчетах мы бу- 


т. 
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дем принимать нити и самый блок В лишенными масс для того. 
чтобы не вносить в наши вычисления осложнения, которые не от- 
носятся к способу применения прииципа Даламбера. Далее, нить, 
на которой привешены обе массы, мы будем считать абсолютно 
гибкой и нерастяжимой, а все движения отдельных частей машины 
без всякого трения. 

Ось 2 мы направим, как обычно, вертикально вверх. 

Силы тяготения, действующие на каждую массу, равны: 


— 1.5, ` 158» 


а силы инерции Даламбера будут: 
—( т) - (- та). 


Принцип возможных работ напишется так: 


.. ) .. ) 
(ту2; —- т, 8) 62, - (т,2, -- т.в) 82, =0. 
Из уравнения связи 
(гл 2.) =2.--2- [=0, 
которое выражает нерастяжимость нити, следует, что 


2 = -- о, 92 —_- 62. 


= 


что, впрочем, ясно и из рис. 117. 
Подставляя это в уравнение возможной работы, получаем: 


п — т. 
1 о тг 


Этим и определяется то постоянное ускорение, с которым будул 
двигаться обе массы. Можно подобрать величины масс т, и т, 
так, чтобы ускорение 2 было значительно (напр. в 100 раз) меньше 
ускорения земного тяготения х и чтобы движение было легко 
наблюдаемо и изучаемо количественно. 

Мы можем применить здесь и метод Лагранжа. Из уравнения 
<вязи имеем: 


умножая 5/ на некоторый множитель %, приклалываем к уравнению 
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работы, которое вследствие произвольности и независимости сме- 
щений распадается на два уравнения 


таг + т -- 1. ==0, 
тога р тв--А=0. 


Исключение из этих уравнений величины 7. опять дает нам вели- 


чину 2 =—-2, а для величины реакции связи мы получаем: 
п т т то 
-_}. — - Ш р --- Ш — —__ . 
К 1 т 11. 5 1 15 в -Ё т 
1 2 1 -Г. 5 


Эта реакция есть не что иное как натяжение нити. 

Обратим внимание на следующее интересное явление. Если за- 
крепить блок В неподвижно, то натяжения правой и левой части. 
нити будут разные. а именно: 


К = т. 8, К, =т,8. 
Следовательно, давление на ось О будет равно: 
Ко= К, 1-К. == (т, - -ть) 5. 


ь 3 ‚о. 
Между тем во время движения с ускорением = натяжение обеих 
сторон нити одинаково и равно А, а давление на ось будет равно: 


Ю,_=2Ю = тт, 


пит 


Во втором случае давление меньше на величину 


ток т рты 
| 2 о 

Эту разницу можно демонстрировать, если повесить ось блока 
на коромысло весов. 

204. Уравнения Лагранжа (второго рода). Предположим, чго- 
нам дана система из А материальных точек, свобода движений 
которых ограничена р связями и на которые действует данная си- 
сгема сил Р. Вместо обычных координат точек х, мы введем новые, 
так называемые обобощенные координаты в числе, равном числу сте- 
неней свбоды системы. Пусть старые координаты выражаюгся через 
новые формулами (стр. 284, 150) 


1—=12,3,..., ЗА, 


х.==/, (91, 2, -.› 4„›?), И = ЗА р. 
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—Щ—щ- —— дд дд _—_—— —— 


Число обычных координат х равно ЗА, но число независимых ко- 
ординат 4 будет равно числу степеней свободы п системы. Если 
евязн содержат время, то и формулы перехода от обычных коорди- 
нат к обобщенным тоже должны содержать время. Впрочем, даже 
если связи не содержат времени, мы тем не менее можем выбрать, 
если это нам удобно, новые координаты подвижными или изменяю- 
щимися каким-либо образом со временем; тогда формулы перехода 
тоже будут содержать время. Выбор координат может быть сделан 
произвольно: для одних точек системы координатами могут служить 
линии, для других — углы, для одних точек координаты могут быть 
неподвижны, для других -— координаты могут быть выбраны по- 
движными и т. д. Единственное условие, которое должно быть со- 
блюдено при выборе координат, это следующее: обобщенные коордн- 
наты 4 должны вполне и однозначно определять положение всех точек 
системы, а функции преобразования должны быть конечные, одно- 
значные: и иметь конечные первые и вторые производные по времени. 

Взяв от формул преобразования координат производные по вре- 
мени, мы получим формулы преобразования для скоростей х, При- 
этом скорости х, будут выражаться через обобщенные скорости Ч 
линейно (стр. 285, 150). Когда мы затем подставим эти скорости в вы- 
ражение для кинетической энергии системы, то получим для этой 
последней функцию второй степени обобщенных скоростей Ч, В 
которой будут, вообще говоря, находиться члены со второю степенью 
скоростей а и с произведением скоростей; затем, если формулы 
перехода содержат время, то в выражение кинетической `энергин 
будуг входить члены с первой и с нулевой степенью скоростей 4. 
Такнм образом кинетическая энергия будет у нас состоять из трех 
частей (ср. 285, 150) с различными степенями скоростей 


= Т, + ТЕ То 


При помощи полученного таким образом выражения кинетиче- 
ской энергии системы через обобщенные скорости и обобщенные 
координаты мы можем преобразовать уравнения Даламбера-Лагранжа 
на основании следующих соображений. Возьмем частные производ- 


ные ог кинетической энергии по какой-либо скорости 4,; тогла мы 
получим составляющую по оси 4, так называемого обобщенного 
импульса системы (294, 157) 

97 


) - ——. 
94 


Рь 
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ы—ЖШ ——® пн ———— що ищЬ 


Таких выражений мы получим числом и, и они будут служить нам 


формулами перехода от старых импульсов тх, к новым, обобщен- 
ным импульсам р,. Взяв производную от импульса по времени и 
вычтя из нее производную от кинетической энергии по соответ- 
ствующей данному импульсу р, координате 4,, получим (289, 151) 


ЧТ о, Е —1, 2, 3, ... И. 


Справа стоящее выражение представляет собою обобщенную 
силу или, точнее, составляющую обобщенной силы по оси 4,. Под 
обобщениой силой мы будем понимать такую величину @, которая, 
будучи скаларно умножена на вектор обобщенного смещения, да- 
вала бы работу сил, приложенных к системе: 


(2.25) = (+24). 


Производя те же преобразования, как на стр. 289, 151, мы в конце 
концов получаем п уравнений Лагранжа следующего вида: 


—<- < =, К —=1, 2, 3, ... п, 


где функция Лагранжа Г представляет собою разность между кине- 
тической и потенциальной энергией рассматриваемой системы мате- 


риальных точек 
[ (4, 9) = Т— 0. 


Сюда целиком применимы наши замечания стр. 290, 153. 
205. Интеграл энергии. Возьмем систему уравнений Лагранжа 
в гом виде, как мы ее получили сначала 


Зе А © 


и предположим, что кинетическая энергия системы содержит только 
члены второй степени скоростей и их произведения. Для такой 


однородной фупкции второй степени величин Ч мы можем, основы- 
ваясь па теореме Эйлера, написать (индексы А мы опускаем): 


2Т_- = У р-4. 
94 
Г Г: 


206. ИНТЕГРАЛ ОБОБЩЕННОЙ ЭНЕРГИИ 369 


Взяв производную по времени, имеем: 
ат э\лаэдт : эт .. 
ЧЕ ы АЕ 99 Ч ы 94 9 


Но, с другой стороны, та же производная кинетическая энергия по 
‘времени, если рассматривать кинетическую энергию Г системы как 
‘функцию координат и скоростей, выразится так: 


ат эт: 9г.. 
% & изв 


Вычитая одно выражение из другого, получаем: 
(4-7 : 
а 4 \ 4 39 94 | 
Члены, стоящие в скобках, равны обобщенным силам О, а про- 


изведения сил на соответствующие скорости равны эффекту этих 
сил, или работе сил, произведенной в единицу времени. Поэтому 


АГ @А 

а ЧЁ’ 
Умножая на 4, получаем: 

АаТ= А. 


Эти формулы выражают закон сохранения энергии: работа сил 
равна приращению кинетической энергии системы. 

Если силы, действующие на систему материальных точек, имеют 
потенциал (, то работа А производится за счет уменьшения потен- 


циальной энергии 
А=— 0, 


‘и закон сохранения энергии принимает форму: 
Г-- И ==Е == соп$. 


Сумма кинетической и потенциальной энергии системы остается 
постоянной. 

206. Интеграл обобщенной энергии. Теперь обратимся к 
уравнениям Лагранжа, написанным для случаев, когда все силы 
имеют потенциал 
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но зато не будем делать никаких ограничений относительно состава 
функции Г; она может содержать и первые и нулевые степени ско- 
ростей 4. Тогда полная производная от [ по времени, как функ- 
ции координат 4, скоростей 9 и времени # будет равна (индексы: 


при 4 и 4 мы опять опускаем): 


уу: а. 
а м а " а а 


Вычитая отсюда 


получаем: 


Выражение, стоящее в скобках, называется функцией Гамильтона` 
(301, 158) и обозначается через Н. Мы видим отсюда, что если: 
функция Лагранжа, а следовательно и функция Гамильтона не со-- 
держат времени в явной форме, тогда 


9, ЭН . . 
ии 0, ШУ И НЫ, 


и мы получаем интеграл уравнений системы материальных точек 
в виде: 


Н=Ур .9 — [ == сопз. 


Функция Гамильона иногда называется обобщенной энергией 
системы, и она действительно имеет некоторую аналогию с введен- 
ной в предыдущем параграфе величиною ЁЕ. 

Интеграл обобщенной энергии системы превращается в обычный 
интеграл энергии в тех случаях, когда кинетическая энергия Т пред- 
ставляет собою однородную функцию скоростей второй степени: 
(см. предыдущий параграф). Действительно, в этом случае 


. эт: 
учу цент 
‚ Ч 


п 
и, следовательно, 


Н=2Т— [= Т-- = Е == сопз+. 
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Вообще же, если 
Е = Т-- И == соп$4, 


то обобщенный закон постоянства функции энергии (305, 160) 


Н== ТГ, -- Ч — Го. == соп$ 
дает нам: 
Е — Н== Г, - 2Т, == соп$. 


Таким образом мы видим, что все уравнения, которые мы полу- 
чили для механики одной материальной точки, остаются в силе 
и в применении к механике системы материальных точек, с тем 
только различием, что входящие в уравнения суммы берутся не по 
трем осям координат обыденного трехмерного пространства, а по 
всему числу р степеней свободы системы материальных точек. 

207. Пример системы из двух материальных точек, 
тяготеющих друг к другу. Покажем применение уравнений Ла- 
гранжа на примере двух материальных точек, тяготеющих друг к 
другу по четвертому закону Ньютона. Эти две материальных точки, 
или два материальных тела, находящихся на болышом расстоянии 
друг от друга, могут, например, быть Солнце и какая-либо из 
планет, или это могут быть два тела какой-либо двойной звезды. 

Мы знаем, что при отсутствии внешних сил центр тяжести этой 
системы будет оставаться в покое или двигаться по инерции рав- 
номерно и прямолинейно. Поэтому возьмем этот центр тяжести за 
начало координат и обозначим расстояния рассматриваемых тел от 
этого начала через т, и 7,. Скорость каждого тела мы можем раз- 
ложить на две составляющие — скорость вдоль по радиусу-вектору 


и и. и скорость, перпендикулярную к радиусу-вектору г. и Г.Ф, 
где о означает общую угловую скорость обоих тел относительно 
центра Р. При этих обозначениях кинетическая энергия обоих тел 
выразится так: 


Тут е- рА--ут НУ 


Потенциальная энергия сил тяготения этих тел друг к другу 
равна . 
ито 
—’ 


(— — 


Где г означает взаимное их расстояние. Желательно эту величину 


24* 


——_ 


т 
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г ввести также в выражение кинетической энергии вместо г) и г.. 
Это мы можем сделать, основываясь на уравнениях 


п == /, тг, — Того, 


из которых второе, т. е. равенство моментов масс относительно 
начала ГР, прямо вытекает из понятия о центре масс (337, 181). 
Из этих двух уравнений мы определяем 


То п 


1 ит’ 2 п-т 


И подставляем в выражение кинетической энергии. 


Т—— 1 _Пать _ 


а 9-0 


Функция Лагранжа будет выражаться так: 


тт тата 
Г=Т— И = _ [(/)? гб)? Е— 
ии, (ФР (ИР 

Координата ф в функцию Лагранжа не входит (входит только 
$); следовательно, ф есть циклическая координата (309, 163), 
и соответственный ей импульс постоянен: 


91 1 
В. —  — — ии 272 — с0п$4. 
° 9 2 т, - то 


Отсюда непосредственно следует постоянство секториальной ско- 
рости, или второй закон Кеплера (79, 43) 


5 —: 01$. 


Уравнение Лагранжа для координаты г мы получаем следующим 
оЭразом: 


9 ить т 
Го тт о д _ г?’ 
492 9 пн то рта 0 
ад 9 тт и? 
откуда получаем 
/ —— — 2 п и 


то же уравнение, которое мы получили и раньше (91, 53) и кото- 
рое позволило нам исправить третий закон Кеплера. 


Де 
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Обратим еще внимание на то обстоятельство, что закон пло- 
щадей (третий закон Кеплера) верен только для относительного 
движения планеты относительно Солнца, т.е. для радиуса-вектора г, 
а не для каждого из радиусов-векторов г, и т›. Из вышенаписан- 
ных уравнений легко вывести, что 


о 2___ Пи То р. 
тп - т, т ть” 


а постоянство обобщенного импульса р. дает: 
— 2 2) — 
р. == (т.п: —- т.г) == соп. 


Следовательно, ни секториальныя скорость каждого тела в от- 
дельности (планеты или Солнца) вокруг центра тяжести системы Е 


ни сумма этих секториальных скоростей (И -Е 72) ф не остается по- 


стоянной; только величина относительной секториальной (принимая 
Солнце за неподвижное тело) остается во время движения 
постоянной. 7») 
На рис. 118 изобра- с 

жены орбиты двух тел, 
вращающихся друг около 
друга под действием сил 
тяготения, причем для яс- 
ности рисунка отношение 
между массами этих тел 
взято равным шести. Из 
рисунка мы видим, что 
каждое из этих тел дви- 
жется по эллиптической 
орбите вокруг общего фо- 
куса Р. Обращение обоих 
тел происходит в одну и 
ту же сторону; когда те- 
ло с меньшей массой про- 
ходит точки А, В, С, те- 
ло с большей массой проходит по точкам а, 6, с. Оба эллипса 
подобны друг другу, и длины радиусов-векторов г, и ’, Во все 
время движения находятся в отношении, обратном отношениям масс. 
На нашем рисунке отношение радиусов-векторов равно шести; для 
Земли и Солнца это отношение равно 333 432 (92, 52). 


0 


Рис. 118. Траектории двух точек, тяготею- 
щих друг к другу. 
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Составим уравнение Гамильтона. Из выражений для импульсов 
определяем скорости 


"ии т Рф ИР 8, 
тт г’ та '” 


и подставляем их в выражение кинетической энергии, после чего 
для функции Гамильтона получим выражение (в данном случае 


Н=Ё, ср. 308, 162): 


Ти -+т р.\? пт. 
ое 


Г 


Так как рассматриваемая система имеет две степени свободы, то мы 
получаем четыре канонических уравнения (302, 158): 


9 ит пить 
9 _ | Р: п-т ’ 
9Н . тт о’ 
—% = 0 =р., Ри ть" ф == с0п$+ 


Эр; пита 7 
9Н__ т: - т Ро . 
ар, тм, `й 


Как и следовало ожидать, мы получили по методу Гамильтона 
те же самые уравнения, что и по методу Лагранжа. Тем не менее 
в астрономии иногда предпочитают уравнения Гамильтона, потому 
что они позволяют делать канонические преобразования (310, 164); 
для более сложных задач теоретической астрономии это обстоятель- 
ство очень важно. 

208. Машина с регулятором. Рассмотрим еще один пример 
применения уравнений Лагранжа, который даст нам повод обсудить 
вопрос об устойчивости движения. 

Представим себе, что какая-либо машина снабжена центробеж- 
ным регулятором (Уатт) следующего устройства. На вертикальной 
оси О (рис. 119) укреплены два шарнира, служащие осями враще- 
ния стержней / с грузами т в виде шаров; эти шары в свою 
очередь соединены шарнирными стержнями с муфтой т, так, что 
весь параллелограм, составленный из четырех стержней [, может 
свободно изменять свои углы, не изменяя длины своих сторон. 
При вращении всего прибора вокруг вертикальной оси шары т 
отходят от оси вращения вследствие ‘центробежной силы, угол @ 


увеличивается, а муфта т. поднимается; каждой скорости ф враще- 
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ния оси соответствует определенная величина угла а (ср. 217, 
115) и определенное положение муфты. Муфта т, соединена с вен- 
тилем (краном, клапаном), впускающим в машину пар или газ, и 
притом так, что повышение муфты уменьшает впуск пара, а опу- 
‚скание муфты его увеличивает. Врашение оси О производится 
самой машиной; среднее положение муфты соответствует нормаль- 
ному впуску пара. Если от каких-либо причин скорость машины 
увеличивается выше нормальной, (а) 
то угол @ у регулятора увели- 
чится, муфта повысится, и впуск 
пара уменьшится; если же, наобо- 
рот, какие-либо внешние силы за- 
держат ход машины, скорость 
вращения регулятора уменьшится, 
‘муфта опустится, и впуск пара 
увеличится. Таким образом по- 
‘средством центробежного регуля- 
тора скорость вращения машины 
может быть поддерживаема почти 
постоянной, лишь с небольшими 
отклонениями от нормальной ско- 
рости. 

Мы будем рассматривать всю 
систему как соктощую из дух Рие, 19, Реуриер Ут р 
частей. 

С одной стороны, регулятор, положение масс которого опре- 
деляется углом @ наклонения его. стержней { (рис. 119, а) и углом 
поворота ф около вертикальной оси О (рис. 119, Ъ). С другой сто- 
роны, машина, положение масс которой определяется углом В 
поворота ее махового колеса; но так как машина связана с регу- 
лятором, то угол В пропорционален углу $, и, следовательно, 
положение масс машины тоже можно определить углом $. Таким 
образом всю систему, состоящую из машины и регулятора вместе, 
‘мы можем рассматривать как систему материальных точек, облада- 
ющих двумя степенями свободы с координатами @ и $. 

Составим выражение для кинетической энергии системы. 

Кинетическая энергия регулятора обусловлена главным образом 
лвижением его тяжелых шаров; моментом инерции стержней и 
муфты мы можем пренебречь. Но каждая масса т имеет две сте- 
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пени свободы; она вращается вокруг оси О и вокруг шарнира (.. 
Обозначая соответствующие моменты инерции через Л и /Л., можем, 


написать: 
Л = тт =2т (а -- [т а)?, = 2тй, 


и, следовательно, кинетическая энергия масс т будет равна: 
Т.— т (а-- 1т а)? 4? -- тРа?. 
Кинетическая энергия машины может быть выражена через ее: 


момент инерции /] и через ее угловую скорость вращения В, кото- 


рую мы положим равной А. ф, где А — некоторый коэфициент про- 
порциональности, зависящий от способа сцепления машины с регу- 
лятором, 


Потенциальную энергию шаров, вес коих равен тю, мы можем 
выразить формулой 
И. =2т& (1 — со$ а), 


причем нулевой потенциал принят нами при самом низком положе-- 
нии шаров (а =0). К весу шаров присоединяется еще действие 
пружины 5. Потенциал сил упругости пропорционален второй сте- 
пени отклонения (174, 94); но по рис. 119, а легко сообразить, что. 
поднятие и опускание муфты 27. всегда вдвое больше, чем поднятие 
и опускание шаров. Поэтому для потенциальной энергии муфты 
с пружиной мы можем написать: 


т 


И,=5 


Кох? — 5. Ко? (1 — с0$ @,,?, 


где А, — коэфициент упругости пружины. 
Вычитая из кинетической энергии потенциальную, получаем 
функцию Лагранжа: 


Е | (а 15т а ®/ | 02 -- па? — 
— 2тё1 (1 — с05 а) — 5,2 (1 — с0за}?. 


Для координаты ф мы получаем: 


О [2 (а + 15 а) -- Л, 32 0 
9$ 9$ 
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Моментом инерции регулятора по сравнению с моментом инерции 
самой машины можно пренебречь и написать уравнение Лагранжа 
в таком виде: 


а 
ав эр —= 14 "= Ч. 


Внешняя сила О [в данном случае для угловой координаты это бу- 
дет момент сил (289, 151)], изменяющая скорость вращения машины, 
будет обусловлена ббльшим или меньшим впуском пара в цилиндры 
машины; а впуск пара зависит от положения муфты регулятора, 
т. е. в конце концов от угла а. Пусть при некотором среднем 


угле а машина вращается равномерно, Ф, = 0, а при угле &-—-9 
наступает ускорение или замедление машины. При небольших от- 
клонениях 6 мы можем положить быстроту изменения импульса 
машины пропорциональной этому отклонению _ 


Л. ф=—й.6. 


Знак минус означает, что при положительном отклонении впуск 
пара уменьшается, в согласии с общим описанием действия регуля- 
тора, которое нами дано выше. 

Для координаты @ имеем: 


м Е 4 
да = та, д ==2тТА . а, 


9/2 
у; = 21 (а 151 а) соз а. 02— 2т&1 т а— № (1—5с0$ &) “па. 
Не выписывая уравнения Лагранжа целиком, определим условие 
стационарности движения, т. е. определим, при каких условиях 
угол @ остается постоянным, а следовательно и машина вращается 


с постоянной скоростью. Положив @ ==0, или приравняв производ- 
ную функции Лагранжа по а нулю, получаем соотношение между 
скоростью $ и @: 


2т[ (а [51 п а) соз @. 02— ата зт а -- А.!? (1 — со$ а) зта 


Это уравнение мы могли бы получить и непосредственно, напи- 
сав равенство моментов горизонтально действующей центробежной 
силы и вертикально действующих силы тяжести шаров и силы 
пружины вокруг оси шарнира С. Мы предоставляем читателю са- 
мому проверить это утверждение. 


209. Устойчивость движения. Итак при некотором угле 
.1==а, мы имеем стационарное (не меняющееся со временем) 
движение машины и регулятора; мы можем это назвать равнове- 
сием движения. Спрашивается теперь, каково это равновесие: 
устойчивое, или неустойчивое? 

Для того чтобы дать ответ на этот вопрос, представим себе, 
‘что мы отклоняем систему от этого стационарного движения, и 
ПОЛОЖИМ 


а-=@0 |5, = $, 


тде би Ф представляют собою настолько малые отклонения, что 
‘мы можем в уравнении движения положить 


т (а, 8) = зт в, -- с0$ %.6 
со$ (а, —- 8) = с0$ @% — $1 4-8 
И 
После подстановки этих значений в уравнения Лагранжа мы 
‘прежде всего вычитаем из них уравнения стационарного движе- 


‘ния, затем собираем члены, содержащие 6, 8, Ф, и, обозначив для 
краткости коэфициенты при них через т, 6, }, получаем уравнение 
‹<ледующего вида: 


т.8-- 58—/.ф=0, ЛРф == — д. 


К первому из этих уравнений мы прибавим еще член Еб, пред- 
<тавляющий силу трения, пропорциональную скорости движения. 
Кроме неизбежных трений в самом механизме, при регуляторе 
‘устраивают часто особый масляный или воздушный успокоитель, 
чтобы устранить этим добавочным трением слишком продолжитель- 
ные колебания регулятора около положения равновесия. 

После всего этого мы можем для отклонений всей системы от 
нормального стационарного движения написать два уравнения: 


т.6--в.6-- 6.8 — }.Ф = 0, 
Лёф == — 1.5. 
При решении этих уравнений можно поступать различно; на- 


тляднее всего будет, если мы сперва исключим из этих уравнений 
“. Для этого возьмем производную по времени от первого уравне- 
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ния и подставим в него значение Ф из второго уравнения. Тогда 
получаем линейное диференциальное уравнение: 


т. Аб 66-1 66 =0, с 


Это уравнение решается (183, 99) значением 
8 — Дем. 


Амплитуда А, как всегда, определяется начальными условиями, 
т. е. в данном случае теми силами, которые задержали или уско- 
рили нормальный ход машины. Для величины Х мы получаем куби- 


ческое уравнение: 
т.) А. В.А с =0. 


Так как все коэфициенты этого уравнения действительные вели- 
чины; то один из корней этого уравнения будет действительный, 
а другие два могут быть комплексны. Принимая во внимание, что 


ее! — ей (соз ВЕР Езт В), — 1== ИТ, | 


и переходя к действительным решениям диференциального уравне- 
ния, мы можем высказать следующее. 

Если действительные корни кубического уравнения или дей- 
ствительная часть его комплексных решений будут положительны, 
то раз случившееся отклонение от стационарного движения будет 
затем все увеличиваться; движение будет неустойчивым. Наоборот, 
если действительные корни или действительные части комплексных 
решений будут отрицательны, то движение будет устойчивым. 
Лучше всего будет, если все корни будут действительны и отрица- 
тельны, а величина \ будет не слишком малой; тогда регулятор будет 
быстро и без продолжительных колебаний устанавливаться в свое 
нормальное положение; ход машины будет очень равномерный. 

На взаимодействие машины с регулятором впервые обратил 
внимание Вышнеградский (1877); он же указал условие, кото- 
рое должно быть соблюдено для того, чтобы эта система обладала 
устойчивостью движения, а именно: 


__ ту.й 


тс — —- 
УЕ 


< #6. 


Так как левая часть этого неравенства положительна (см. выше 
значение коэфициентов т и с), то и правая часть тоже должна 
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быть положительна и не должна равняться нулю. Но А есть 
коэфициент трения; следовательно, для устойчивости системы трение 
необходимо. Далее, в коэфициент $ входят моменты силы тяжести 
шаров и силы упругости пружины. Читатель может сам убедиться 
в том, что 6—0 соответствовало бы безразличному равновесию 
вращающегося регулятора, 5 < 0 — его устойчивому равновесию; и 
то и другое не годится для правильной регулировки. Величины А 
и 2 можно подобрать наиболее благоприятные для устойчивости, 
изменяя соответственно силу трения успокоителя и силу пружины. 

Если обе величины би с положительны, то условие Вышне- 
градского во всех случаях исполняется само собою, потому что мо- 
мент инерции машины ./ (маховое колесо) всегда очень велик. 

В разобранном нами примере мы не входили в детали вычисле- 
ний, так как нам не так важно было решать поставленную задачу, 
как показать приемы ее решения. Пример машины и регулятора 
представляет собою типичный случай, к которому применяются 
общие приемы исследования устойчивости движения. Как мы ви- 
дели, общий ход исслелования таков. — Составляется выражение для 
энергии системы и по нему уравнения движения Лагранжа. Поло- 
жив сперва ускорения равными нулю, определяют условия ста- 
ционарного движения; затем сообщают стационарным значениям 
переменных небольшие отклонения и получают для этих откло- 
нений диференциальные уравнения второго порядка. Если таких 
уравнений м, то путем исключения получают для одной из пере- 
менных диференциальное уравнение 2п-го порядка, но линейное 
и с постоянными коэфициентами. Подставляя решение в экспонен- 
циальной форме, получают для ^Х уравнения 2п-й степени. Для 
устойчивости системы необходимо, чтобы действительные части 
корней этого уравнения были отрицательные; мнимые части кор- 
ней указывают на возможные колебания системы около стационар- 
ного положения. 

210. Принцип Гамильтона. От принципа Даламбера, связан- 
ного с принципом виртуальной работы, мы можем перейти к ва- 
риационному принципу Гамильтона для системы материальных то- 
чек совершенно тем же путем, как это мы сделали в механике 
одной материальной точки (279, 147). Интегрируя уравнение вир- 
туальной работы 


Ув — 0/)64=0 


__ ед 
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=—— дд ———д————_ 


по времени, мы получаем: 
[ 


[Ф.Ф -Е \[27- ©. 24]. &=0. 
0 

Это уравнение написано уже для обобщенных координат, а вхо- 
дящие в него скаларные произведения означают суммы произведе- 
ний из составляющих по каждой координате, причем суммы эти 
должны быть распространены на вге координаты всех точек си- 
стемы, т. е. на все степени свободы системы. Если число степеней 
свободы и, то обозначенные у нас жирным шрифтом величины 
нужно рассматривать как векторы в пП-мерном пространстве (ср. 361, 
201). 

Начальное и конечное состояние системы мы предполагаем фи- 
ксированным и не подлежащим варьированию, поэтому все п на- 
чальных и п конечных 04, равны нулю, и мы получаем: 


\ [т-- (0-84)1-@==0. 


0 


Те силы, которые имеют потенциал, мы можем выделить и 
присоединить их потенциальную энергию И (со знаком минус) к 
кинетической энергии, обозначив через /[. разность (Т— () (функ- 
ция Лагранжа): 


Е 
\ (22-Е (© -29)]-4=0. 
0 
Если же все силы имеют потенциал и система консервативна, 


то остается 
ЕЁ 


20. 41=0. 
ь 


Так как время совсем не варьируется, то мы можем вынести 
зпак вариации за знак интеграла и написать: 


Интеграл Гамильтона 5$ называется иногда главной функцией 
Гамильтона в отличие от Н (301, 158), уже названной нами 
функцией Гамильтона; чаще величина $ называется функцией дей- 
ствия, потому что функция Лагранжа имеет размер энергии, а 


ид 
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произведение энергии на время имеет размер действия. (Функцию 
действия © не нужно смешивать с другой величиной А той же раз- 
мерности, которая получила название действия.) Для ясности мы со- 
поставим обе величины 


`- 


5 А=\2Т. 4. 
0 0 


О величине А, определяемой этим интегралом, мы будем говорить 
ниже. 

Если вариация интеграла $ равна нулю, то это означает, что 
функция $ имеет экстремум; но при небольшом расстоянии между 
пределами интеграции этот экстремум практически представляет 
собою минимум. Поэтому мы можем выразить принцип Гамильтона 
следующими словами: движение системы точек между двумя дан- 
ными положениями системы происходит так, что интеграл действия 
имеет минимальное значение. 

На этом основании принцип Гамильтона иногда называют прин- 
ципом наименьшего действия. К сожалению, этот термин уже по- 
лучил другое значение, и наименьшим действием называют минимум 
величины А (см. 213). 

Принцип Гамильтона представляет собою самый общий из всех 
нами рассмотренных принципов механики (282, 147). Из принципа 
Гамильтона можно, идя обратным путем, вывести принцип Далам- 
бера. Так как принцип этот формулирован независимо от того или 
иного выбора координат и независимо от их числа, то он остается, 
в силе для любых координат как неподвижных, так и движущихся, 
а число степеней свободы может быть любое и даже бесконечно, 
большое (напр. в механике сплошных изменяемых материальных тел). 

Если на систему действуют силы, не имеющие потенциала, то, 
формулировка принципа Гамильтона несколько осложняется тем, 
что к вариации действия $ необходимо еще прибавить интеграл по 
времени, взятый между теми же пределами, от элементарной ра- 
боты остальных сил (0, не имеющих потенциала. Это ясно видно, 
из наших формул на стр. 381 этого параграфа. 

Мы уже видели в механике одной материальной точки, каким 
образом из принципа Гамильтона выводятся уравнения Лагранжа 
(282, 148) и канонические уравнения Гамильтона (303, 159). Эти 
выводы остаются в силе и для механики системы. 
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211. Вариация пути и времени. При дальнейших обобще-- 
ниях принципов механики нам придется варьировать не только ко- 
ординаты точек, как это мы до сих пор делали, но также и время,. 
и для того, чтобы подготовиться к этому, мы выясним предвари- 
тельно значение подобного рода вариаций. 

Пусть между двумя точками пространства (1) и (2) (рис. 120}. 
проведены две смежные линии (1Р2) и (1Р’2). Положим, что ли- 
ния (1Р2) представляет собою действительную тра- (2} 
екторию материальной точки Р и мы желаем сравни- 
вать ее с некоторой смежной возможной траекторией 
(1Р'2). Такое сравнение двух траекторий можно де- 
лать весьма различными способами, но мы будем 
делать это следующим образом. Каждому положению , 
точки Р на действительной траектории (1Р2) мы при- Р 
урочим некоторое определенное положение точки Р’ 
на смежной траектории (1Р’2), причем непрерывному 64 
движению точки Р по линии (1Р2) должно соответ- 
ствовать тоже непрерывное движение (непрерывный Р 
ряд положений) точки Р’ на линии (1Р’2). В осталь- 
ном же это приурочивание, или установление соответ- 
ствия, может быть сделано вполне произвольно. 

Установив то или иное соответствие, мы изменяем 
действительную траекторию (1Р2), немного сдвигая и 
деформируя ее, но так, чтобы каждая ее точка Р пе- (1) 
решла в соответственную точку Р’. Конечно, та- рис. 12), Ва- 
кое изменение траектории может быть произведено риация тра- 
только мысленно. Перемещение каждой точки Р в но- стор то 
вое место Р’ т. е. вектор 64, будет представлять 
собою вариацию положения точки, а соответствующие изменения 
координат 04,, 64, и т. д. будут вариации координат, удовлетво- 
ряющие выбранному нами соответствию между точками Ри Р. 

В частном случае мы можем предположить, что соответственные 
положения точек Р и Р’ относятся к одному и тому же моменту: 
времени, т. е. что обе материальные точки, действительная Р и 
воображаемая Р’, проходят соответственные точки траекторий одно- 
временно (изохронно). Тогда вариацию 64 координат мы будем 
называть изохронной, а вариация времени будет равна нулю: 0#== 0. 

В более общем случае соответственные точки траекторий Ри 
Р’ могут проходиться действительной и воображаемой точкой в: 


различное время. Тогда определенному смещению точки 64 будет 
соответствовать некоторая определенная вариация времени 0 ко- 
торая не равна нулю. Подобные вариации мы будем называть не- 
изохронными и будем их обозначать звездочкой 8*. 

Как при изохронных, так и при неизохронных вариациях сме- 
щения точки 84 и соответствующие этому смещению разницы во 
времени 6 будут для различных моментов времени, вообще говоря, 
различными; таким образом величины 64 и 8 являются вполне опре- 
деленными функциями времени; эти функции определяются устано- 
вленным нами соотвествием между точками Ри Р'. 

Что касается обозначения, то символы 0*4 и 64 означают 
одно и то же, а именно смещение точки от Рк Р.. То же самое 
нужно сказать и о вариации времени: 8*Ё и 8 означают одно и 
то же; только при изохронной вариации 8#==0. 

Нечто иное мы получаем для вариации скоростей. Действительно, 
ссли какая-либо координата точки из 4 превращается в 9-- 84, 
причем и само время # изменяется в #-- 01, тогда для определения 
варьированной скорости мы должны взять производную по времени 
следующим образом: | 

аа = ЧЕ. 
(Е 54) 

Разделяя числитель и знаменатель на элемент времени 4 и пре- 

небрегая высшими степенями 4(81), получаем: 


. „.* . о’ . а 
9—-8*9 =9- 99 —9 д: (80, 


откуда видим, что неизохронная вариация скорости отличается от 
изохронной: 


При изохронной вариации ##==0, и, следовательно, 8*4 == 84. 

Для наглядности изложения мы представляли себе точки Ри Р! 
в обыкновенном трехмерном пространстве; однако наши рассужде- 
ния остаются в силе и для пространства скольких угодно измере- 
ний, только тогда точка Р будет представлять собою положение 
не одной точки, а целой системы точек, положение которых в 
пространстве определяется п координатами, где п равно числу сте- 
пеней свободы системы (362, 201). Для каждой из этих п коорди- 
нат остаются в силе написанные выше соотношения между изо- 
хронными и неизохронными вариациями. 
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Заметим еще, что символы диференциала 4 и вариации 6 при 
времени # могут быть переставляемы, т. е. 


4(8#) =8(а9. 


В этом легко убедиться следующим путем. Возьмем диферен- 
циал от варьированного времени 


4 —4(#-- 80) = -Р 4(89. 


Но разность между диференциалами варьированного и неварьи- 
рованного времени представляет собою вариацию диференциала 
времени, т. е. 

ай — @&=—8(4 =а(88, 


что и требовалось доказать. 

212. Неизохронная вариация кинетической энергии. Прн- 
меним теперь выводы предыдущего параграфа к вычислению не- 
изохронной вариации кинетической энергии системы материальных 
точек. Мы рассмотрим пока наиболее часто встречающийся случай, 
когда кинетическая энергия представляет собою однородную функ- 
цию второй степени скоростей точек, причем в обобщенных ко- 
ординатах Лагранжа коэфициенты при квадратах и произведениях 
скоростей могут быть функциями координат (285, 150) 


Г== Г, = —э)уейнь р Е=1,2,3....П. 


Вариация этого выражения, согласно выводам предыдущего па- 
раграфа, равна (знаки сумм мы опускаем): 


ет, 24- у; 


ии (че 1. 


Сумма первых двух членов представляет собою изохронную ва- 
риацию кинетической энергии системы, а выражение, стоящее в 
скобках, на основании леоремы Эйлера о производных однородных 
функций, равна удвоенной кинетической энергии 


2Т== у - а Е —1, 2, 3... 
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Таким образом для неизохронной вариации кинетической энер-- 
гии мы получаем: 


“-:. _^ —__ а 
Т=8Т—2Т-. (89. 


Определяем отсюда бТ и подставляем в интеграл Гамильтона! 


(384, 210): 


Е 


\ [вт 27“ (80) -|- (© . 84) АО. 


0 


213. Принцип наименьшего действия. Установим между’ 
точками Р и Р'’ действительной и варьированной траектории си-- 
стемы точек такое соответствие, чтобы 


6*Т= (0-04. 


При вариации кинетической энергии мы поставили символ 8= 
со звездочкой, потому что при этом новом налагаемом нами усло- 
вии соответствия между точками Ри Р'’ могут оказаться неизо- 
хронными, Налагаемое нами условие можно выразить словами так: 
в двух смежных траекториях системы мы выбираем соответствую- 
щие точки такие, для которых работа всех сил @ на пути 84 была 
бы равна приращению кинетической энергии системы д*Т. Это поло- 
жение вполне соответствует принципу сохранения энергии. В частном 
случае, когда силы @ имеют потенциал (, работа сил равна умень- 
шению потенциальной энергии —6(/] и если та же работа должна: 
равняться приращению кинетической энергии, то мы и получаем: 


#Т= — 80, Т-- И= Е == сопз. 


На этом основании мы можем назвать установленное нами со- 
ответствие между точками Ри Р' изоэнергетическим (одинаковой, 
энергии). 

При таком соответствии принцип Гамильтона дает: 


д 


\ 2187. аё-- Т.8(а9] == 0, 


*/ 


и подъинтегральное выражение будет представлять полную вариацию: 
произведения Г. и мы можем, следовательно, написать: 


9 


С 2Т. = А =0. 
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Величина А называется действием (АсНо), а написанная нами 
формула получила название принципа наименьшего действия. Мы 
можем выразить этот принцип следующими словами: движение си- 
стемы материальных точек от одного данного положения до дру- 
гого происходит так, что из всех смежных изоэнергетических пе- 
реходов реализуется в действительности тот, при котором действие 
оказывается наименьшим. 

Принцип наименьшего действия был впервые открыт Мопер- 
тюи (Р. Г. Маиреци$, 1700); однако более точная и общая его 
формулировка принадлежит Эйлеру, Лагранжу и Гельм- 
гольтцу, а распространение его на силы, не имеющие потен- 
циала, было сделано Гёльдером (О. НЫ1ет, 1896). 

214. Другая форма того же принципа. Применим прин- 
цип наименьшего действия к движению одной материальной `точки 
массы и. Если мы умножим удвоенную кинетическую энергию точки 


45\2 
о —- 2? — 
Г == #19? = т Е 
на квадраг элемента времени (4)? и извлечем квадратный корень, 


то получим: 
2Т.ав =У2Т.И 2Т:аР =И?2Т.-т-: 4$. 


Приняв это во внимание, мы можем преобразовать выражение 
принципа наименьшего действия следующим образом: 


® Ку 
Аб“ \ И 2Тт. 45 ==0, 
0 


где интеграл берется не по времени, а по пути $. Так как время 
в это выражение уже не входит явно, то разница между синхронной 
и несинхронной вариацией пропадает, и мы можем символ вариации 
писать без звездочки. Кроме того, если силы консервативны, то 
мы можем кинетическую энергию Г заменить разностью между 
полной энергией Е и потенциальной энергией ( точки, и написать: 


$5 
вА—8\И2т(Е— Ц). 4 =0. 


0 


В таком виде принцип наименьшего действия был представлен 
Якоби. 


"5" 
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Если на точку не действуют никакие силы, за исключением сил 
реакции, то (==0, и принцип наименьшего действия эквивалентен 


5 
8\45=0. 
0) 


Это означает, что точка будет двигаться по кратчайшему пути. 
Если точка свободна, то кратчайший путь будет прямая линия; 
если имеется связь в виде поверхности, на которой точка должна 
оставаться во время движения, то кратчайший путь будет геодези- 
ческая линия. Мы таким образом пришли к первому закону Нью- 
тона, но в его обобщенной форме (235, 124). 

Можно распространить эти рассуждения и на систему мате- 
риальных точек. 

Подъинтегральное выражение принципа наименьшего действия мы 


можем преобразовать так же, как и для одной материальной 
точки: 


2Т-4В =Ии2Т. И72Т-ав. 


Предполагая, как и выше, что кинетическая энергия предста- 


вляет собою однородную функцию скоростей второй степени, мы 
можем написать: 


2Г.аР = У. а 9.9, ‘а — У, а „44: АЧ, == 45° 


и рассматривать это выражение как квадрат элемента дуги 45 в 
п-мерном пространстве, коего метрика определена величинами а». 
Что означает слово метрика в п-мерном пространстве, читатель 
может найти в части [, стр. 234, 173. 


При таком толковании мы получаем принцип наименьшего дей- 
СТВИЯ 
; 
\ % ° Гале тр 
ВА \ь 2(Е— И): 45=0 
0 


в той же форме, как и для одной материальной точки. 
В заключение укажем на некоторое ролство принципа наимень- 


шего действия с принципом Ферма скорейшего пробега светового 
луча (214, 113). 
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Если мы перепишем принцип наименьшего действия для одной 
материальной точки и вынесем квадратный корень из удвоенной 
массы за знак интеграла, то получим: 


$ 
2 \ и. 45 == 0; 
0 


между тем, обозначая скорость распространения света через с, имеем 
принцип Ферма: 
$ 
` 4$ 
ь 4—0. 
с 
0 


Оба принципа сходны по форме, только скорость света стоит 
здесь в знаменателе, между тем как в принципе наименьшего дей- 
ствия скорость тела стоит в числителе. Тем не менее, как увидим 
впоследствии, оба принципа родственны друг с другом. 

215. Вариация интеграла Гамильтона. Напишем интеграл 
действия Гамильтона, введя в него ‘функцию Гамильтона Н (301, 


158, 370, 206): , 
5= |1 и (Ур-а—Н).аь 
0 


Составляя неизохронную вариацию этого интеграла, мы должны 
рассматривать Н как функцию импульсов р, координат 4 и вре- 
мени Ё скорости тут не входят в явной форме, а потому неизо- 
хронная вариация будет равна изохронной. Разница получится у нас 


только в первой части интеграла, где входят скорости 4; здесь 
мы получим (384, 211) (индексы мы опускаем): 


_ . о _. „а 


Далее: 
нео и м 


Подставляя эти величины в выражение вариации подъинтеграль- 
ного выражения 


8 ([.а= 8! (Хр —Н) 46| (Урч—Н) (46) 


390 ХИ. ОБОБЩЕННЫЕ ПРИНЦИПЫ №ЕХАНИКН 


и прибавляя к этому величину, равную нулю 
а р . ^” ул Ч илл 
| 2.9 — Ни | — У.р-9 -р а—Н 8-5 Н.; (80) ==0, 


получаем под интегралом: 


рн уни м+ 
ан Эн\. 


+ (и -х 01. 


Первый член интегрируется непосредственно, и мы получаем: 


8=5==|У, р-84 -- н.в —- 
+ [У бы) м + (4—4. 


Если мы теперь приравняем эту вариацию нулю и предполо- 
жим, что границы интеграции (1) и (2) даны неизменно, т. е. 
09, —=64. —=0 и 84 =84, —=0, то вследствие произвольности и не- 
зависимости вариаций др, 64, 0 оставшийся интеграл может рав- 
няться нулю только в том случае, если все выражения, стоящие 
в скобках, каждое в отдельности равны нулю. Мы получаем таким 
образом Зи канонических уравнений 


ЭН . эн 


рь=—— >, = —, &—1, 2, 3,..., п 
* 99 г р, 
и кроме того еще ‘уравнение 

ан ЭН 

а Е’ 


которое, как мы знаем, представляет следствие из канонических 
уравнений (305, 161). 

Таким образом принцип Гамильтона остается в силе и для 
системы материальных точек при каком угодно числе степеней 
свободы при функции Н(р, 4, Г)’ зависящей от времени, и при 
неизохронной вариации. Из этого принципа слелуют канонические 
уравнения, как и для одной материальной точки (303, 159). Кано- 
нические уравнения системы допускают канонические преобразова- 
ния и т. д. (см. стр. 310, 164 и след.). 
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216. Обобщенный принцип наименьшего действия. Мы 
предположим что функция Гамильтона не содержит времени в яв- 
ной форме, т. е. 

о 
9: 

Мы видели в предыдущем параграфе, что в таком случае функ- 

ция Н вообще не изменяется со временем 


ан __ 


“р == 0, Н == соп$4. 


‚Это дает нам возможность проинтегрировать вторую часть инте- 
грала Гамильтона и написать: 


4 


$— | Ура —Н.(6— В). 


г 


Назовем первый член этой суммы обобщенным действием си- 
‚стемы точек 


[. 
= | Ур 
и‘ 


Варьируя интеграл Гамильтона при неизменных границах, по- 
.лучаем: 


9$ ==0А — 8"Н-(Ь— В). 


Теперь будем рассуждать по аналогии с теми рассуждениями, 
на основании которых мы пришли к принципу наименьшего дей- 
ствия раньше (386, 213). Будем сравнивать две смежных траекто- 
рии системы, но установим между точками Ри Р’ такое соответ- 
ствие, чтобы при переходе от Рк Р’ величина обобщенной энер- 
гии Н оставалась неизменной, т. е. положим 


9-Н = 0. 


Это добавочное условие может дать неизохронную вариацию; 
во всяком случае при этом 
6'$—6 А, 
и, следовательно, принцип Гамильтона 


5 —=0 
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превращается в обобщенный принцип наименьшего действия 
СГА —=0. 


Если кинетическая энергия представляет собою однородную 
функцию второй степени, тогда 


эг. 
Ч 


и принцип наименышего действия получает ту же форму, что и 
прежде: 


деА— 8 \ 2Т. 4. 
0 


Как в частном, так и в общем случае знак д* означает при 
этом принципе изоэнергетическую, хотя может быть и не изо- 
хронную вариацию, при неизменных пределах. 

217. Уравнение Гамильтона-Якоби. Рассуждениями, вполне 
аналогичными тем, которыми мы пользовались для получения урав- 
нения Якоби для одной хтепени свободы (325, 171), мы можем 
получить уравнение и для п степеней свободы. Но мы поступим 
здесь несколько иначе. 

Мы приравнивали вариацию интеграла Гамильтона нулю, пред- 
полагая, что границы интеграции не варьируются, а даны неиз- 
менно. Если откинуть это ограничение, то получим: 


21$ — [32-4 — н.в |, 
{ 0 

потому что следующий за этим интеграл, на основании принципа 
Гамильтона, должен равняться нулю. 

В полученной нами формуле. величина 5 является функцией, 
между прочим, начальных и конечных значений импульсов; но мы 
предположим, что эти импульсы выражены через начальные и ко- 
нечные координаты. Это надо себе представлять следующим обра- 
зом. Обыкновенно после интеграции уравнений движения коорди- 
наты и импульсы выражаются как функции начальных координат 
и импульсов (иногда начальных скоростей): 


Ч» —=)1 (4, Ро, о; 1), Рь —=/›(9%» Ро, 1). 


Определив из первых уравнений величины ру (мы предполагаем, 
что это возможно), подставляем их во вторые уравнения для р‚; 


—-— — О ——_—_—_——_о 
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затем подставляем р, и р, в функцию действия $5. После этого 
величина 5 представится функцией начальных и конечных коорди- 
нат и начального и конечного момента времени: 


$ = Р(@, 9, ВЦ). 


Составляя выражение неизохронной вариации этой функции. 
сопоставляем ее с тем, что мы получили выше; тогда имеем: 


в 95 95 95 95 
95—68 —9 — 08 -- — 6 

с зе “У, Чо р 
0*5 = > р.84а — > Ро 69, — Н-вЕ-Р Ну-8%. 


Отсюда получаем прежде всего 2п соотношений между импуль- 
сами и функцией действия 5: 


р, — 95 9$ 
7 вич 

94» 
и кроме того два соотношения для обобщенной энергии 


—-= Н ==0, 3$ Но, 
96. 
Подставляя в функцию Н в первом из этих уравнений импульсы, 


выраженные через функцию действия 5, на основании выше полу- 
ченных соотношений, получаем: 


95 9$ 
— Н [— Ё\ —= 0. 
Е \%:) 


Это —диференциальное уравнение Гамильтона-Якоби для системы 
материальных точек. Уравнение это с частными производными пер- 
вого порядка, но второй степени. Если удастся его проинтегриро- 
вать, то по известному уже значению 5 путем диференцирования 
по координатам определяются все импульсы р, как функции началь- 
ных значений ру, 4%. 

Впрочем интегрирование уравнения Гамильтона-Якоби в конеч- 
ной форме удается только в некоторых частных случаях (ср. 328, 
175). 

218. Уравнение Якоби при постоянной обобщенной 
энергии. Уравнение Гамильтона-Якоби несколько упрощается, когда 
функция Гамильтона Н не содержит времени явным образом, и 
следовательно (390, 215), вообще не изменяется со временем. 
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В этом случае функция Гамильтона получает вид 
{ 
$— | Уре —НаЕ--)=А —Н@а—ц,, 
0 


хде А — обобщенное действие (391, 216). Составляем вариацию 
этого выражения, варьируя также и пределы: 


5 8*А ВНЕ — Н@®— №. 


Вычитаем отсюда полученное в предыдущем параграфе выраже- 
ние для 6*5: 


АУ. р-89 — У ро + 8Н-@&—&). 


С другой стороны, для той же вариации 0д*А, если рассматри- 
вать А как функцию координат 4, и обобщенной энергии ЛР, 


имеем: ) | | 
| А А А 
9 А=\'— 0 — 6 -— 6Н. 
у. 94 “НУ, Гр 


Из сопоставления этих выражений получаем, во-первых, 2п со- 
отношений между импульсами и функцией действия А 


9А 94 
а о Эк 
и кроме того , 
А 
А (-—& 
ЭН ( о) 


Наконец, если мы в выражение обобщенной энергии, которая 
постоянна, подставим импульсы, выраженные через функцию А, 


Н(ф, 2=Н(х. а) —= ©0п$%, 
94 

то получаем уравнение Гамильтона-Якоби для случая постоянной Я. 
В большинстве случаев, встречающихся в практике, связи не 
содержат времени, и формулы перехода к обобщенным координатам 
тоже не содержат времени; в таких случаях кинетическая энергия 
представляется в виде однородной функции скоростей, и функция 

Гамильтона Н равна полной энергии системы Е 


н(; а} —= 2. 
94 


_ ид дд —————ж———— 
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Это последнее уравнение мы могли бы получить непосредственно 
из уравнения предыдущего параграфа, положив Н = Е = соп${ и 
проинтегрировав уравнение 
9$ 
= Е 
9Е 
по времени 


где 5, — функция одних только координат 4 и 4%. 
А из сравнения этого результата с первым уравнением этого 
параграфа мы видим, что 
59 ==А. 


Кроме того, при постоянном Е, получаем: 


— 9$ 8. 
99 4 


Подставляя это выражение в функцию Гамильтона на место им- 


пульсов, получаем: 
9А 
Н (5. а) — Е. 
94 


219. Дальнейшее развитие принципов механики. Прин- 
цип наименьшего действия и уравнение Гамильтона-Якоби послу- 
жили в последнее время исходным пунктом для дальнейших обоб- 
щений принципов механики. Мы уже указывали на формальное 
сходство принцина наименьшего действия с принципом Ферма (389, 
214) скорейшего пробега светового луча. Недавно Де Брольи 
([.. Ае ВтгогИе, 1926) сделал гипотезу, по которой каждое 
материальное тело нужно представлять себе составленным из це- 
лой системы, или группы волн различной длины и различной 
скорости распространения. Наблюдаемая нами скорость движения 
материального тела не представляет, однако, фазовой скорости 
распространения этих волн, а только так называемую их групповую 
скорость, или результирующую скорость движения энергии этих 
волн. Но, расчет показывает, что групповая скорость волн Де Бро- 
льи обратно пропорциональна их фазовой скорости; вот почему 
в принципе наименьшего действия скорость тела входит в числи- 
тель, тогда как скорость волн в принципе Ферма входит в знаме- 
натель. На самом же деле оба принципа вполне эквивалентны. 
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Но принцип Ферма относится к геометрической оптике и прел- 
ставляет собою упрощение законов волнообразного движения света, 
допустимое дли волн сравнительно малой длины. Если длиною волн 
пренебречь нельзя, то более общая теория волнообразного распро- 
странения света приводит к явлениям дифракции. Если сделать 
подобное же обобщение принципа наименьшего действия, то, как. 
это показал Шрёдингер (Е. Зсшб4твеег, 1927), мы придем 
к обобщенному уравнению Гамильтона-Якоби, к уравнению волно- 
образного движения, при котором скорость распространения для 
волн различной длины различна. 

О возродившейся таким образом волновой механике мы предпо- 
лагаем говорить после того, как изложим общую теорию распростра- 
нения волн. 


ПРИБАВЛЕНИЕ. 


ГЛАВНЕЙШИЕ ФОРМУЛЫ ВЕКТОРНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ, 
ВСТРЕЧАЮЩИЕСЯ В ЭТОЙ КНИГЕ. 


Векторы (см. часть [, глава Г), т. е. величины, имеющие опре- 
деленное направление в пространстве и складывающиеся геометри- 
чески, обозначаются жирным шрифтом 


А, Е, 0; 


их проекции на оси координат обозначаются индексами, стоящими 


внизу справа 
АР, Ор А.. 


Индекс-единица означает вектор данного направления, имеющий 
величину, равную единице. 

Векторное, т. е. геометрическое, сложение и вычитание обозна- 
чается так же, как алгебраическое (рис. 8, стр. 28): 


АТВ С=0,. 


н с векгорными суммами можно обращаться, как с алгебраическими 
суммами, например, 


Ат В=0 -С. 


Отрицательный знак при векторе означает вектор той же ее- 
личины, но противоположного направления. Уравнение 


А А—О 


означает, что мы перешли от начала к концу вектора А и затем 
вернулись обратно в исходную точку. 

Из двух векторов можно составиль два рода произведений: ска- 
ларное и векторное. 

Пример скаларного произведения векторов мы имеем в выра- 
жении работы силы Ё на пути $ (рис. 9, стр. 35). Это обозначается 


так: 
(Е.$) =Р.5:с0$(ЁР.$). 
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Скаларное произведение двух векторов может равняться нулю 
даже и в том случае, если его множители не равны нулю, но 
когда направления векторов перпендикулярны друг к другу, потому 
чго тогда со$ (Р-5) = 0. 

Пример векторного произведения мы имеем в выражении мо- 
мента силы Е вокруг точки О, отстоящей от точки приложения 
силы Р на расстоянии ОР =Г (рис. 10, стр. 35). Это обозначается 
так: 

М —= [г.Е). 

Величина этого вектора равна г.Р.$1ш (г. Р), т. е. равна пло- 
щади параллелограма, построенного на векторах г и Ё; направле- 
ние этого вектора перпендикулярно и к вектору ги к вектору Е, 
причем все три вектора г, Е, М, образуют правовинтовую систему 
(как система координат х, у, г на рис. 1, стр. 9). 

Векторное произведение двух векторов может равняться нулю 
даже и в том случае, когда его множители не равны нулю, но’ 
когда направления векторов параллельны друг другу, потому что 
тогда $’п (г. Е) =0. 

При перестановке множителей скаларное произведение не ме- 
няется, тогда как векторное произведение меняет свой знак, по- 
тому что 


со$ (Р-$) == с0$ (5.2), эт (г. Р) = — зш (Р-Р). 


Если умножить вектор М скаларно на какой-либо вектор и, то 
получим в произведении об5фем параллелограма, построенного на 
векторах ц, г, Е. Так как любая грань параллелограма может слу- 
жить основанием при вычислении объема, то мы можем написать: 


(и[г-Р]) = (г[Р-и]) = (Р[ы-г)). 


Таким образом в этом произведении можно переставлять мно- 
жители без изменения значения произведения, соблюдая однако их 
круговой порядок. 

Следующие формулы полезно себе заметить: 


(^-в-+0)=а.в--.9 
А. (В-ЕС)] = [А.В] -- [А.С] 
|[А.(В.С]|=В.(С-А)—С. (А.В). 
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Периодические функции 150. 
Поддержание колебаний 176. 
Поле земного тяготения 50. 
Постоянная тяготения 41, 105, 
Потенциал тяготения 49. 
Принцип Бернулли (виртуальной ра- 

боты) 270. 
Принцип Гамильтона 279, 38). 
„ Даламбера 275, 363. 
и относительности 253. 

„ Ферма 214, 395. 
Пространство фаз 316. 


Работа виртуальная 270. 

„ силы 35. 

„ СИЛ трения 64, 175. 
Равновесие различного рода 272. 
Радиус инерции 343. 

Реакция связи 190, 331. 
Резонанс 134. 
Ряды Фурье 150. 


Сальтомортале 352. 
Связи движения 188. 
„ односторонние 296. 
„ Упругие 229 
„ хХолономные 189. 
Секунда 12. 
Силы обобщенные 286. 
‚ реакции 180, 331. 
‚ тяготения 48. 
Скорость 14. 
| относительная 238. 
, света 1]. 
„ секториальная 20. 
и угловая 16. 
Средние величины во времени 145. 
Степени свободы 186, 333. 
Стрельба в цель 59. 


Сутки звездные, средние, солнечные 
12. 


АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 403 


Траектория точки 13. 

, системы 362. 

„ фазовой точки 317. 
Трение различного рода 61. 


Угловая скорость 16. 

Уравнение Гамильтона 299, 325, 392. 
„ Лагранжа 282, 365. 
” механики системы 359. 
” моментов 46, 350. 


” Ньютона 40. 

” связей 188. 

„ энергии 396. 

„ Якоби 325, 392. 
Ускорение Кориолиса 249. 

” относительное 243. 

„ силы тяжести Земли 90. 

” центростремительное 22. 


Устойчивость движения 379. 


Фаза колебаний 108. 
Фазовый объем 320. 
Фуко маятник 204. 


Функция Гамильтона 301. 
” Лагранжа 281. 
, действия 382. 
” эллиптическая 200. 


Циклические координаты 308. 
Циклоида 208. 
Циклоидальный маятник 211. 


Часовой маятник 180. 
Частота колебаний 108. 


Элементы планет 95. 
Эллипс 77. 
Эллипсоид инерции 340. 
Эллиптические функции 200. 
Энергии интеграл 44, 356. 
Энергия колебаний 173. 
и кинетическая 34. 
„ обобщенная 301. 
” потенциальная 37. 
Этвёша опыты 257, 263. 
Эффект силы 35. 
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